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CONVERGEI'lCE D'UNE FAÎiIILLE DE SE.i:UES 

De,ns cet article, on constrtü tune fé'lDille d'expressions E (n) 0 

Pour chaque élément E(n) de [ (n), la convergence ,de. la séerie > ECn) pourra être d0cidée d' apr~s les théorèmes de l' arti-' 
n=nE cIe. L'article donne aussi des applicàtions. 

(1) Préliminaire • 

Pour rendre l! expression ;)lus 2.is5e, !1nU3 'J.tiliserons les fonctions 
r3cursives. Quelques notations et notions serOnt introduites pour 
simplifier et réduire la r:p .. tière c,e cet article • 

. .. 
(2) Définitinns ~ lemmes. 

Nous construisons récursi vernent une famille cP expressions '[ Cn) 0 

Pour chaque expression E(n) ~ é. (n) 3 le d.egré de l'expression 
est défini r§cursivement et noté dOE(n) 3 et son coefficient domi
nant est notf c(E(n». 

10 
r 

Si a est une constPnte r0ello, ['.lors ftE C (n) 0 

dO~ = ° et c(a) = ~. 
L' entier ~}osi tif n ~ [ (n). 20 
dOn ~'l et c(n) =1. r 

Si El (n) et E
2

(n) 8-p,;rcrtiennent 2'-.. L. (n), avec dOE
l 

(n) =r
l 

et 

dOE
2

(n) = r 2 ' c(El (n» = al E:t c(E
2

(n» ='-.2 ' alors g 

a) El (n)E2(n) r:. [(n) ; de' (El (n)Ez h» = rI +r 2 ~ C(El (n)E2 (n» 

vaut al 2"2· 

b) si E2 (n) f ° 
1 El (n) ) 

dO \ E
2

(n) 
c) Si 

alors 
2.

1 

et 

0( est un réel constant et si l'opération utilisée a vn se~s 

(El (n» ~ (pr. tt. n ~N , n)., n
El

) 'èlors (El (n) rx ~ [(n) , 

( () )0< ) (' \ )c.( ) .... c/ 
dO (E i n = r l 0( , c (El ~n) C = al 0 + 

d) Si r
l 

f r
2 

' alors El (n):!: E
2

(n)€ C (n), dO(E
l 

(n)-E
2

(n» est le 

max de r
l 

et r
2 

' et C(E
l

(n):::E
2

(n» = ""'15 respectivement a
2

, 

suivant que le degré est r
l 

ou r 20 

e) si r l = r 2 et al +a
2 

1= 0, alors El (n)+E
2 

(n)E [. (n) 

dO(E
l

(n)+E
2

(n» = r
l 

et c(E
l

(n)+E
2

(n» = 8.
1

+8.
2

0 

f) Si r
l 

= r
2 

et a
1
-22 f 0, alors El (n)-E 2(n)E [Cn) 

dO (El (n)-E
2

(n» = r
l 

e-: c(E
l 

(n)-E2 (n)) =.8-1-8-20 
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4. Toute expression obtenue par application un nombre fini de 
fois du pas 3 appartient à é (n). 

l'lote 1. De la d3fini tian de [(n) il résulte que , si 
ECn) f., éCn) , ~Üors c(E(n» -f ° et que 
c(E(n) = ° si et seulement si ECn) ~ O. 

Lemme 1. Si E(n) E.. E(n) ct c(E(n») ') 0, alors il existe ni f. N, 
tel que pour tout n) n' ,E(n) > O. 

Preuve g soit c(E(n) = al") 0 et dO (E(n» = r. 

Si r) 0, p~ors limite E(n) limite n
r ~ 

n~OO n.....,cc n 

= limite 3.
1

n
r 

=+CP, donc il existe n' f N tel que, qqst n).., n' n.-.oC ., 
on ait E(n»O. l 
Si r< 0, alors lA~i~ ECn) 

-r 
l ··t n l l' . t -r 
~m~ e -:;;;r-:TE = -- ~ml e, n = ;- 00, 
n.., 00 ~ al n-t,c:P .' , 

n r 

donc il existe n'E. l'i, tel que p~ourtout n~ n' 

ou encore E(n»> O. 
Si r = 0, ~lors ou bien ECn) est une constante 

El(n) 
ou bien E (n) = E(n) , avec 

2 

réelle positive, 

dOE1(n) = èOE (n) = r
l 

-f 0, et 
. FEl(n»)2 c(El (n)) 

d'après ce que nous venons de vOlr, C\Ë
2

(n) = c(E
2
(n)) 

= c(E(n)) > O. Alors ~ 
3E ou bien C(El (n))> ° et c(E

2 
(n))) ° ~ il en r~sulte 

il existe nEl ~ N, V nE- N et n)/nEl ' El(n)) ° ~t ~> 
il existe~2 ~ N,~· n~ N" et n)/ ~2 ' E2(n) > ° J 

. . ~', ' . El (n) 
II euste ~=max(~l ,nE2) ~ 1~ ,~n ~.~, n~~, E(n) E. (n) ) O. 

3E ou bien c(El (n») < ° et c(E
2 

(n) < ° et alors 2 
, ',' El (n), -El (n) . 

E(n) = E (n) = -E (n) , ce qUl nous rQnène au c~s précédent. 
2 2 

Lemme 2. Si E(n)e [en) et c(E(n)) (0, alors il existe n' f N , tel 
que ql~st n > n' ,ECn) < O. 

Preuve g l'expression -E(n)~L 18-
d'après la définition récursive. 
il existe n' ~N, ~n E. N, n~n' , 

propriété que cC-E(n»)) ° , 
D'après le lemme 1 g 

-E(n» ° , c'est-à.-dire 
+E(n) < ° , cqfd. 

Note 2. Pour prouver le th§orème suiv~~t, nous supposons connu le 
critère de convergè'nce des séries et certa.ines -propriét és de ces 
derrnières. 

(3) Théorème de convergence et applications. 

Th30rème g soit E(n)€ c:(n) avec dOE(n) = r et soit les séries 

2::. ECn) ,ECn);/:. O. Alors g 

n>tne. 



A) si r < -1 1::. série ost ",bsolullent convergente 0 

B) si r~-l elle est di v0rgente où B(n) a un sens Jd- n ~nE 9 n, No 
Preuve ~ d'après los le,-:lrnes l et 2, et parce que g 

lB série L E(n) converge <. ~ la série -~ E(n) conver-
n~nE 

~ 
ge 1 nous pouvons consid,.;rer Ipo s0rie L- E(n) comme une série 

Po ter!iles positifs. :ious 

n~nE 

allons ~)rouver que 1'" sirie ~E(n) 
" n~nE 

série L- _1_ • Ap'iliquons le second. 
n~l n-r 

critère .de comp~raison : 

B(n) 
limite 1 n,cP 

n-1' 

= li "'lite E~.n) = c(B(n)) 1= ± en. DI après ID note 1 
n~oo n 

si E(n)$. 0 ,:"lors c(E(n) f 0 et d.onc 
r. >" 1 même n~\ture que 1 ". se:-:,~e -- --

~ 
12, série L

n~E 
c'est-à-dire 

. n~l n-r 
A) si r < -1 1 'llors la série est convergente 9 

B(n) a la 

B) si r> -ly alors 1",. s-irie est divergente. 
Pour r <-1 9 lé'.. série est :::,bsolulnent convergente 
s ~rie ~, termes ')0 si tifs 0 

Cé1.r c'est une 

Ap-JlicP.tions : On peut e::1 tromre:r- beaueoup 0 En voici que1ques-1Hles 
intéress'1lltes : 
Si P Cl (n) , Il·

s 
(n) sont cles ~olynàmes en 

P 0 (n) et l1.s (n) é'..]):;Jartiennent ;:, [ (n) 

l. L ~/Pq(n) (COllvorgent 9 si 

P). ~ . h / R (iiT est '\ di verGent 9 si 
n-nph~ s \: 

n Je degré <:J , S y et CJue 

s/h q/k> 1 
1 qjk ~l sjh 

2
0 ~ 1 {:onve r gent 1 si 
:1L.- est 

n. (n) ,d.i.vergent y si 
n~nn. s "-

s) l 

s /1 
-\' 

.::::::- 2 .'-- 3~ 
1 ,. L' Vn+l .\, n-7 +2 
~ S3r~e 

n~2 \(4 - 17 
est d.ivergente p-:>.rce que Exemple 

l _( 1/2+1/3) < 1 , et si on pppe 
5 série y E(n) 71,):;>'"'.rtie::.t,_ é(n 

le E(n) chaque quotient de cette 
et ". UXl sens 'Jour n ~ 20 
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