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DouX probleme de minim geometric
r. PirlAgcul, F. 1MARANDACTTB

Abstract. In this Note two problems of geometric minima are solved. The first is: given a
propel angie:,-{.7 and a fixed point P in its interior'. constnrct a.straight line BC t}rrough P rvlt}r
B e (-1.r and C e (.1y such that the pcrirneter of the tria,ngle -1BC to be minirnal. The seconcl one
is related to the first: Let z,{y be:r proper angle arxl C i./) be:r circle tangent to its si(le-q. Con.ctnrct
a tangent BC to this cilclo lbr B € (--h ancl C f (-1u such tl.rat the circle to be insclibecl in the
triarrgle ,{BC and the perimeter of the triangle ABC to be ntinimal.
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N{SC 2O10: ;1110-1.

in acest articol rezolv5m doui probleme de minim geometric; prima este din'1],
iar pe a doua am formulat-o in leg5turI cu prirra.

Enuntul primei probleme este urmS,torul:

Problema L. Se dd, un unghi propri,u t'A11 E'i P 'un p'unct Jirat tn i,nteri,orul sd,u.

Construili; prin P o secantd BC. c:'u B < (Ar Ei C: e (Ay . ast.fel cu tr|unglriul, ABC
sd oibd pennletrul rninim.

Pentru rezohrarea problemei, folosim urmdtoarea:
Lem5. Dacd, rAy este un unghi, propriu qi C(J) cste rLn (:erc tarLge'nt latur'llor' (Ar

Ei (Ay , fi,aat, i.ar BC este o tangentd. la acest cerc astfel tncdt cercul sd. fi"e A-ertnscris
t.ri.u,ngh.i.u,l.u,i -1BC. o,tu,n,c:i perinr:tru.l, t.r"iu.ngltirlui, ABC' este c:ctnstartt.

Demonstralia Lemei. Fie D qi E puncteie de tangentX cu (Ir re,spectir; (,,{g
ale cercului C(./) qi fie BCl o tangentd, oare-
care la acest cerc in conditiile enunlului (vezi
FiS. 1). Not5,m cu 7 colrta(:tul tangentel
BCt qr celcul. Crr iriutorul te.oremei ttrngen-
telor duse dintr-nn punct exterior' 1a un cerc.
avem c5: BD - BT. CT : CE qi A, :A
AE. Curn pelimetrul triunghiului ABC este
AB+BC*AC : AB+BT*TC+AC. A1-EI]}

cd AB+BC,+AC : AB+AC+BD+CE _
AD + AE :2,1D - coust,illlt.

Rezolvarea problemei
Afirm5.m cd triunghiul ABC cle perirnetru urinim pentru care BC trece prin P este

acela in care DC este tangent in P celcului r:e trece prirr P qi este tangent laturilor
(Ar qi (Au rrle unghiului rlat.

Din Lemd, am vdzut cd perimetrul triunghiului ABC (olice trlunghi cu BC tirn-
gentd cercului) este constant gi egal ct2AD. SX ar5tSm cd, orice triunghi AD'C' ct
B'C' secant6 ce trece prin P este rnili mare decAt perirnetnil triunghiulLri JBC'.

Putem construi o secantd" B"C" I, B'C'care sA fie tangentS. cercului C(-r)
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gi accsta din urmd sX he ,{-exinscris tri-
urrglrirrlui AB"C" . Pelirrretml triunghi-
Lrlui AB"C" estc egal cri cel trl tr.i-
unghiului ABC (conform lemel). cleci cu
2AD. Evident cX perimetrui lriunghiu:{
lui AB'C' este rnai mare clecit perirnetlui
rriunglriului A firr 5trt (vezi I'iq. 2), in con-
secin!5, triunghiul ABC ar-e perimetrul
minirn.

Deoarece problema propusS. cere construc!ia
secantei BC. deci irnplicit tr cercului ce tlece prin P qi
(Ay ale unghiului, prezent5m douX metode de a realiza

FiE,2

este tangent laturilor (Jt' qi

constructia cercului.

(Ay ce ra

deci cercul

Ci (,{y. Fie .,I1 centrul sdu. Not5,m,111}12

a unghiului .r,'ly,
va trece gi prin punctul Q sirnetricul lul
P fa\E" de (Jz. Notdm {R} - PQ .
(,{.r:. Prrteretr punctului fr fald de cercul
C (J. ,lP) fwnizeazl" RP.RQ : RD2 (D
punctul de tangentd cu (Jr: a1 cercuiui.
vezi F'lg. 3)

Dac[ vom construi punctui D. prob-
lema este practic rezolvatd, deoarece
cunoaqtem trei puncte P. Q. D pe cer-
cul cXutat. Pentru a construi punctui D.
puteln 1r'oceda astfel: Constmirrr un cer.cr

trrllitrar cal'e trece prin P gi Q: construirn tangenta fiN ciin F ia acest ceri gi con-
strnlrn cercul C(fr, l?f): acestit va intersecta (Ar in dou5 puncte D qt D/

Problema are douX solulii: cercul circumscris triungiriullr;. DPQ qi cercul circum-
scris triunghiLrlLri D'PQ. Tangenta in P Ia cel din urmd. cerc notat5 in figur5, B1C1 ,

formeazS. cu A un triunghi in care cercul D'PQ este inscris,
Putern ardta ca rnai inainte cd perimetrul acestui trlunghi este mai rnare dec6t al

triurrglriului ABC in care BC este tangentain P Ia cercul DPe.
A doua construc{ie

Prima constructie
Presupunem problerna rezolvat5, fie deci C (./) tangent laturilor (,.1r: qi

trece prirr P.
Clentnrl ,/ al cercului este situat pe bisectoarea (Az

C

Construinr un cerc tangent latLrrilor (,4.r
intersectiile acestui cerc cu (JP). Ccrn-
struirn PJ ii Jt\h. J € (.Az qi PJ' 

I

,hf,12. J'e (.12 (r'ezi Fig. 4).
Cercnlile C (,1' . J' P), fi.ind omotetice
cercuiui C (.h, lI) plirr oinotetiile A

corespunz5toare, sunt cele cEutate.
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Observalie. Lema qi Problema analizate rte-au condus la urmdtoarea problemd

c1e nrinim:

Problema 2. Fi,e t:Ay un ungtti propr"zu dat qi fie c (J) lol cet'c ttt,n,gerft, l,o.t'rtt'tlot

(At: qi, (Ay fi'rat. Construi,li, o iangentd' DCI la r:erc' B € (Ar 'C' e (A!l cLst'fe-l ctt
'r"rrui 

dot'sd,"fie cerc tnscris al trtunghi,ului ABC; . ia,r ABC sd' aibd, perimetrul mr"ni'm'

Rezolvarea problemei. Sd consider[m o tangentd B' c' Ia cercul C (,/) qi cercul

A-exinscris triunghiului AD'C' cle centru J' . Dacd D qi D' surlt contactele cercurilor

C (/) qi C (,/') cri(J:.) avem c5': Perimetrui triurrghiului '4'B'C' este egal ctt2AD 
'

2r,,c, qitot eI este egal cu 2AD, (tezi Fig. 5). Pentru ca perirnetrul triunghiului

AB,C,sd fie minim, 
"Jt" 

n.."rur ca B'C' s[ fie minim6,, qi cum B'C" : AD' - AD. iirr'

AD este crlnstantX, este necesar ca '1D' sd fie minirn6'

DacX vom nota ,J'Dt r. ,lD ?' qi

,,,.i! = f .. itteln: 'irl ; !----' 4"ci

.l .l' , 

= 

Dp,,atecP 
^{s1n,/

DD,: JJ'2 + (r - r)2 : (;r r) 1L-
S1]I-;

F+s

gdsim c5 minimul lui DD, Se atinge odatd cu minimul I,Ji 1: _ ,1,D,. Aceastir se

intAmpis cdnd cercul de centru,/'este ta,nSent cerculrti cle cerrtlu '/ Iu ace't caz'

BC este tangentS. comunS acestor cercuri gi este perpendicularS, pe (Az. bisectoarea

4rA'y.
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Patru colegi de c1as5,, Alesia, Barbu, corina gi Doru, au citit in revista Recrea[ii'

JIct,tentaticeni, zlzotl despre Radul acesta a reuqit ca, inlocuind qapte spatii cu unul

tlintre sernuele ''t" .u., ''-" qi omilAnd unul d'intre spalii' s5' oblind o egalitate de

fb.rtra 
1 2 3-i-5-t, 7 E 9:0.

Dorind sa-gi incerce puterile, cei patru qi-au propus ca in spaliile dintre cifre sH' scrie

unul clintre. seurnelc " ''!. "-r'|. ''x". Alesia tr fblosit un senln "x"' Barbu douS' semne

de inmultrire, corina trei, iar Doru patru. Gdsiql qi voi cel pulin cate o solulie pentlu

fiecare caz' 
Titu Zvonaru, comSneqti

(Rd,sPuns la P. 36)
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