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UNE CLASSE D'ENSEIBLES .tŒCUr1.SIFS 

Dêl1s cet 8.rtic~_e on construit unecla.sse d' ense'nbles 
récursifs, on établit des propriétés de ces ensembles 
et on propose des applications. Cet article élargit 
quelques résultats de (1) • 

lL1>éfi_n~.!.t.?ns, pro1)riétés. 

On appelle ense!1lbles récursifs les ensembles d ' é18ments q"i se 
construisent de manière récursive) soit T un ensemble d'éléments 
et f. pour i compris entre l et s, des opérations n.-aires ,c~d 

~ n· ~ 

que f. T ~ T. Construisons récursi vernent l' ense:llble .1 in-
~ 

clus dans T et tel que g 

(déLl) 10) certains é13ments a '.0" a de T, :l.ppartiennent à [il. 
l n 

2°) si O{. , ••• ,of". appartiennent à A, alors 
~l l 

ni 
f.(o<'. , ••• ,0<-. ) appartient à, ";= Dour tout iE 11921"00,s1. 
~ ~l lni t: J 

3°) chaque é19'I1ent de ill s'obtient en appliCj,uEtnt un nombre 
fini de fois les règles 1 0 ou 2°. 

N'ous allons démontrer plusieurs propriétés de ces ensembles 1'1, qui 
découlent de lEt façon dc~t ils o~t ét1 d~finis. 
1.' ensem'ble IiI est le repr ~sentEtnt d'une cl?.sse d'ensembles récursifs 
parce que d'mS les règles 1° et 2" 9 en particul."..risant les éléments 
3.

1
, ••• ,a

n 
' respectivement fl, ••• ,f

s 
' on obtient des ense~bles 

différent s. 

,llb.§.e.Iv..ê;tioQ, l g Pour obtenir un éléf!lont de Il,!, il faut nécessaire
ment appliquer d'abord la règle 1. 

(déf.2) Les éléments de 111 s'appellent 61é;nents ;,I-récursifs o 

(cléL3) On appelle ordre d'un élément a de 1,1 le plus petit ne.turcl 
p;;" l qui a la propri-:ité que 8. s' obtient en :::.ppliquc=>..nt p Ïois les 
règles 1') ou 2°. 
On note fil l'ensemble qui contient tous les éL3ments d' ordre p de 
l Il t

p ,· d t ,- r 1 
:.! • es eVl en que 1\ = 1.. al'· •• ,an i' 

1Js [Uf (,:;;L' cf· 1 ~ 'r . i ., 1
1

'0 00, ~ "l' 

i =1 f.;.- l) ni 1 
\: il'· 0 ,e< in' E 

n. l 
f l'iIll. 

On soustrait }iI
l 

car il est possible que f.(a. , ••• ,a. ) 
J J l J n . 

J 

On dSmontre Clue pour k >" l on 8. ~ 

a. (j,ui 
l 
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(; {"---.-J f (cE. , •• , ~ J" Ù 
i==l (oÇl'."9di~li)(Ti~i) 1 1 1 1ni lbl 

où chaque 11 ~ i) == f (<..:.( . 1 9 ••• ,~. ) / ~. 
l l ln. 1j 

. 1 

j{- ~ , 2 9 • • • 9 n i ~ 

l (q. (k et au moins un é1 dment d. f 
~ J'-.:: 1 . ., 

Jo 
:t< 

Les ensembles i'\, , P f ;N 9 forment une p~rti tion de l' ensemble ~1. 

Théorème l : 
- - - - - - M == U ~1 9 où N~.=={1,2939' •• } 

p~ N* P 

Preuve. De 12- règle l" il résulte Ciue ;\ <;:. 1111. 

On sup)ose que cette propriété est vr;:>..ie pour des valeurs infé

rieures i\ D. Il e~1 résulte que .1 C. ::1:, parcelque ril est obtenu 
• p - p- p 

en appliquant la règle 2° r,ux élaments de U :;1.. 
i==l 1 

Donc ( /:'1 c.. l'L rl8ci1)roquement 0 on Ct l'inclusion en sens 
-- '0- • , 

PE. W~ " 
contr·ail"0 '-'Jo! a,cco:-.è. 2.<O;.T3C l~ r0gJ_€ 3° CI 

!h~0.Eè.!!!.e_2_g L' ensemble;,I est le plus petit ensGillble 'iui ::li t les 

propriétés 1° et 2°0 
Preuve g soit rl le iJlus petit ensemble n,y?Jlt los propri .. -'.t is 1" 

et 2°. On va démontrer que cet ensemble est unique. 

Supposons qu'il existe-un autre ensemble ri' ayant les proprié

tés 1 0 ot 2° et qui soit le plus petit. Co~~e n est le plus pe

ti t ense:nble àyant ces pro"Pri .Hés, ct puisque R' les possède 

aussi, il en résulte que 1tCK' ~ de manière ru1alogue, il vient 

R' S 1~ : donc rl. == R'. 

Il est évident q1.1.8 .\1
1 
c: R. On .suppose 'lu.:: Mi S rl. pour l ~i <p. 

Alors (règle 3 0 ), et en ten"'.1lt compte du fait que chaque 31é

ment de fil est obtenu en aDt)liqurmt la règle 2" ? certains élé-
p • . 

iTIents de 

i "'''' _ U !'lp '-.:::::: 
p. . 

Observation 2. Le th~orème 2 remDlace la r8g1e 3° de la définition 

récursi vë de-l'ensemble ]',1 ~,œ g ;';:;I est le plus petit ensemble satis

faisant les propriétés 1 0 et 2 0 ". 

Thio~.!!!.e_3_g M est Itintersection de tous les ensembles de T qui sa

tisfont aux conditions 1° et 2°. 
Preuve: soit T

12 
l~ famille de tous les ensembles de T satis-

.:r---.... 
f::üs::.nt les conditions 1 0 et 2) • Soit l == \ A • 

l a les propriétss 1° et 2° p~rce que 

1) P tau"''; r (1 2 Î l ' 
- our ~ ... <: \: 'i 9 •• • 9 n J ) ai f.. 9 parce que '\ f. A pour 

tou-:; A de "., ..t.1?o 
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2) Si c~ i , ••• ,cX
i 

E.. l , il en résulte que oc. , ... ,o<. 
1 ni 1. 1 1.n · 

appartiennent à A quel que soit il de T12 • Donc,\fi~ {1,21'"~"~ } 

f.(o<". , ••• ,«. )fA quel que soit A de T
12 

' donc 
1. 1. 1 1.n . 

1. 

fi(oCil' ••• '~i )E l pour tout i de {1,2, ... ,S}. 
ni 

Du théorème 2 il résulte que ;f( SI. 
Puisque M remplit les conditions 1° et 2G

, il en résulté que 
1;1 € T

12
, d.' où l c:.. yI. Donc ]YI = l • .... 

DSf. :) Un ensem;ble A SIest dit fermé pour 1 t opér2.tion fi ssi pour 

0<. 1' •••• ·«. 
1. 0 '1.':)1"') 

o 
on a g f. (ocr. "'l, ••• , c:/ . ) 

1. 0 1. 0 1. on . 
de il, tout 

appartient à A. 
, il) 1.

0 

(Déf. 5) Un ensemble ACT est dit fermé 111-rfcursif ssi 

1) { al ' ••• , an} SA. 
2) il est fermé par rapnort aux opérations fl, ••• ,f

s
• 

Avec ces définitions, les théorèmes préc.idents deviennent 
!hi0.Eè!!!e __ 2~ L'ensemble i'i est le plus petit ensemble ferm-3 
sif. 

~iI-récur-

!hi°.Eè!!!e_3~ 
récursifs. 

(ti est l'intersection de tous les ensembles fermés ~,! 

(Déf.6) Le système d'~léments"""o("l' •.• '~ , , m); 1 et~. €. T 
. ,",' m " ." 1. 

pour i t \1,2, ... ,m) ,constitue une descripti'on {il-récursive pour l' 
élémentoc: , sio( m = c;tt:. et que chaque ~ i (i ~ {l, 2, ••• ,m} ) satis-

fait au moins l'une des propri~t&s ~ 

1 ) oC". ~ {3., " ... , a "\. • 
1. _ n j 

2) ~. s' obti0nt 3, partir des él~(i'jer..ts l;.ui le précè3dent d?..ns le s7s-
1. 

tème en appliquant les fonctions f. , 1 (j (s , définies par la pro-
J "" 

priét8 2° de (d';f.l). 
(Ddf.7) Le nOrïlbre m de ce systGme s'",:;:.)e11e 12. longuE:ur de 13. descrip
tion ~·1-r8cursive pour l' .âlé8ont 0< 0 
.Qb.§.e.EV2tlo~ l ~ Si l' 81é.llent 0< ?.dmet 1L'1e description A-récursive, a
lors il admet une infinité de telles descriptions. 

En effet, si<<<l, •• o,O<I;j) est u..ne d8scription iVI-r~cursive do 

0<.,' 2.lors < al'. 00'::\ , eX '000 ,o( .' ) est C'tussi une descrip-
~ l ,'1 

h foiS. 
tion 14-récursi ve pour ~, h pouv.'Ult prendre toute vsleur de N • 

1hi0.Eè!!!e-.!~_~ L'ensernble ivI est confondu avec l' ensenble de tous les 
8121nents de T \iui ,....dmettent une d0scription tiI-c3cursive. 

Preuve ~ soit Dl' ens8:Tlhle de tous lesdl:;ments qui'1.dmettent 
une description M-r~cursive. ~ous ~llo~s d~~ontrer n~r r6curren-
ce que lvI S D pour tout p de N >( • 

1) 

Pour n = l on a gAl = fa
1
,0001'", 9 et les a. , l (j (n 9 

- l n) J" " 
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admettent comme description Iw1-récursive g <0-j
) • Ainsi 

~ ~ D.Supposons que la propri.8t8 ('st vr~ie pour les VRleurs 

inférieures à p. M est obtenu en appliquant la règle 2° ~ux 
1) 

p-l -

é16:nents ~e U M. j,,( €..:I entraîne c< L f. (oL: . 1, ••• ,0( . ) 
.. l 1. TI . 1. 1 1.~ 

1. =. i 

et 0( ij ~ Mhj pour hj <;J et 1 ~ j ~ni· 

"lais ....... i~' l ~j ~ni ' admet des descriptions l'l-r3cursives d' 

après l'!lypothèse de récurrence, sOit<{3j10 •• ,f;js. ) • 

d 

Alors<(311'~'" (> lSl' ~2l'·o. ,(3 2s2"·· '(!>n.l'o",., f3 n.s ,0<) 
t 1. 1. n 

'consti tue une description,I-récursive pour l' âlâinent 0< • 

Donc si oC"appartient à D, alors lvi ~D , càd Jil == "--.). ~1 SD. 
n ~ n 
, p ~N"""· . 

aéciproquement, soit x apparten~~t ~ D. Il arunet une descrip

tion ~1-r8cursi ve < b
l

, o •• ,bt 
> ~vec b t 

==x • Il en résulte par 

récurrence sur IR longueur de la descri;Jtion ï1-r3cursi ve de l' 

éLJment x , que x E. 1,1. Pour t == 1 , on 2" < b
l 
') ,b

l 
== x ,et 

b l
€ {al" •• ,an1~ I1. On SUPl)oSe que tous les 0l6mé-nts y de D 

qui é\dmettent une description i'l-rècursive de longueur inférieure 

à t appRrtiennent à M. Soit x t. D, décrit par. un système do lon

gueur t ~ <bl, ••• ,bt /, b t = x. Alors xE:..\.,c"\, ••• ,an)c::..rJ , 

ou bien x est obtenu en 'lPpliC].u?.nt la règle 2° ;>,ux él'3ments qui 

le précèdent dans l'e système ~ b
l

, ••• , b
t

_
l 

• ;;I,qis ces sléments 

~dmettent des descriptions M-récursives do longueurs inférieu

res à t ~<bl') ,(bl ,b 2
> , ... , <bl, •• ·.,b

t
_ l ). D'~près 

l' hypothèse de récurrence, b
l 

, ••• , b t~l appartiennent à toi. 

Donc b
t 

appartient c:mssi à M. Il en résulte que ill;:: D. 

Théorème c; ~ Soient b , ••• ,b c.es éléments de T Ciui s'obtiennent à 
- - - - ~- 1 Cl 

p,""èrtir des êlG~[18nts a , ••• , a en applit.LuR.l1.t un nombre fini de foi s 
- 1 n 

les opérations f 1 ,f 2' ••• , ou f s. Alors ~<l peut ~tre djfini r8cursi ve-

ment de 1;'1, f8.çon sui v2.rlte 

1) Cert:;,ins il,;ments a ,o •• ,a ,bl, ••• ,b do T ['.p·~)arti.onnent àM. 
1 n q 

2) M ost fermé pour les ap11licstions fi ,:W8C if. \:-,290 •• ,s} ~ 

3) Chaque 8l~mont de M est obt,nu en 2pplic.l.uro.nt un nombre fini de 

fois les règles (1) ou (2) qui pr~cèdent. 

Prouve ~ 8vidonte. Comme bl, ••• ,bq 
8·PIJ,",.rtiennûnt ,3., T, et s'ob-

tiennent À. partir des éh,ments i1
1
,.o.''''n de [.'1 en 8.p~11iquMt un 

nombrE:; fini dG fois les opér?.tions f., il en r:~sul te que 
l. 
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!héo~è~e_6_~ Soient gj ? 1,< j ~ r ? des o,ér~tions nJ-~ires ? càd 
n. 

g. ~ T J ---? T , telles c.i.ue A soit ferme po,r rpvpport à ces opérA.
J 

tions. Alors M peut être dAini récursivûm"nt de l~ façon suiV?Jlte 
1) Cert2.ins 61·jments :"'v1'0o.,a de T 3.pp.:œtiennent à Iil. 
2) M est ferm0 pour les opSrantions fi ,i'-~1,2, ••• ,s) et 

gj , jE {1,2p • .,r J . 
3)- Ch::tÇLue élément de M est obtenu en e.ppliquNlt un nombre fini d0 

fois les règles prGcedentes. 
Prc:uve facile : cOin,ne ?I est fermé pour les op8r?tions G. (~vec 

J 
jt{1,2,.oo,r} ), on a , quels que soientc-<o , ••• ,r:::.<. de 

;}1 ,a-". 
M, g.(oé. , ••• ,~. )(J1pour tout j E-{1,2, ••• ,r)0 J 

J J-1 a-n . 
- • 6 - J Les theoremes 5 et entra~nent g 

!h.io~è~e_1_g L'ensemble ;,1 peut être défini récursivement cle 1"", f:,',çon 
sui v2.I1te ~ 

1) Cert"üns éléments al, ••• ,::l.n,blPOo,bq de T 3T.martiennent ?".'1. 

2)?~ est fermé pour les opérations fi (i(\:-,2? •• ,s) et pour 

les op';;rA.tions g j (j (.10,2, 00. ,r}) définies préc2derunent. 

3) Chaque ';ldment de liT est défini en appliqu::>"'1.t UIl nombre fini de 
fois les 2 règles pricédentes. 

Déf .8) l' opc~r'1.tion f. conserve la propriaté P ssi quels que soient 
~ 

les éL~mentso<'. , ••• , /' 
. ~1 ~n [wn.,'1t la propriété P? f. (c<. , •.. ,cf. ) 

~ ~1. Hl 

a la pro-;;riété P. 
Th80rème 8 g Si a , •••• e. ------ l 'n 

i 

ont l~ propriSté P, et si les fonctions 

f 1'.0. ,f s conservent cette pro,ri.Jt.;;, '"Llors tous les <512.'l3nts de )[ 

ont la pro,ridt~ P. 

i 

rreuve g 1<1 = L-) li1" • Les ·a:~'ments de ,il, ont l~ proryri 5t6 P. 
p€.Nlf i-' .L 

SUDPosons que les Gl-::r1cnts de ilI. pour i < pont 12, propriété P • . - ~ 

Alors les éli.nents do?<l l t ont aussi pé1.rce que ~,I s'obtient en 
p ~ 

é1.p2tiquênt les opéré'tions f 1 1 ' •• 1 f s ~ux éléments de g 

U :'1. 1 818.ne~1ts 'lui ont 18, propriét, P. Donc 1 quel que qoit 
i=l ~ p de N ,les éléments de M ont lB propri;t5 ? • 

. Donc tous les éL:>nents ele :I l'ont • 
Tl 

.Q.o!!.si~e!!.ce -*' g Soit le!' propriét5 P g "x peut être représenté sous 
la forme FTx} "0 
Si a

1
, ••• ,8. :::>euvent être reprssentés sous la forme 1-1(8.

1
),.,., ros

n 
pectivemont F(a) , et si 

n 
f 1 5 ••• ,f s conservent la pro:pri §t ,] P, '1.1ors 

tout 61ément 0< de M peut être ro:)r0senté sous l'è for.'18 F(<<'). 

1{em g on peut trouver encore :1 t .... utres rl.:'f o:iqui vCl12ntes de [.I. 
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2 - APPLIOATIONS , EXE:i?LES • 

Dans les applications, certaines notions gin2r2.1es comme g élô
ment il-récursif, description ,I-r8cursive, ensemble fermé A-récursif 
seront remplacds par l~s attributs ci1.ractéris'Ult l'ensemble J. Par 
exemple dans la théorie des fonctions recursives, on trouve des no
tions com~e g fonctions primitives récursives, description primiti
ve récursive, ensenble fermé primitivement récursif. Dans ce cas ";,pl 
a ét~ remplacé par l ' attribut "primitif" qui caract/;rise cette clas
se de fonctions, mais il peut être rempl3.c8 par les attributs "g5né
raI", "part iel" • 

En particularisant les rogles P et 2c de la dM.l , on obtient 
plusieurs ensembles intéressants g 

Exemple l ~ (voir [2} ,pages 120-122, problème 7.97). 

Exem~le 2 g L'ensemble des termes d'une suite définie par une 
relation de rGcurrence constitue un ense,nble récursif 0 

Soit la suite 3. k = f(a ,a l,· •• ,a k 1) ,pour tout n de N* 
n+' n n+ n+ -

avec a. = a~ ,1 ~i ./ k • On va construire récursivement l'ensem-
l l ,,'='" 

ble A - fa J li- et on va définir en mê'11e temns la position - m m(.N 
d'un 61ément dans l'ensemble A 

p) al'.'.'~ appartiennent à A, et chaque ai (1 ~i ~k) occupe 

la position i dans l' ensc,nble A ; 
2°) sia ,a l" •• ,a k l appartiennent ?i A , et ch:>,que a. , pour 

n n+. n+ - 'J 
n (. j /' n+k-l , occupe la position j dans l'ensemble A , 2.1ors 
f( ' ~ )., l a ,a l, ••• ,a k l anlJ3.rtlent a A et occupe a position n+k n n+ n+ - ~ 

dans l'ensemble A. 
y,) chaque él.5ment de B s'obtient en appliqu -mt un nombre fini de 

fois les règles 1 0 OV 2c • 

{ 
12 p) . 

Exemple 3 g Soit G = . e,a ,a , ... ,a .Jun groupe cyclHjue en-
gendré par l'élément a. Alors (G, .) peut être dSfini récursivement 
de la façon suivante 

1°) a appartient à G. 
2~) si b et c appartiennent à G alors b.c appqrtie~n8nt à Go 
3~) chê,que élément de G est obtenu en appliqu2nt un nombre fini de 

fois les règles l ou 2. 

Exemple 4 g Ohaque ensemble fini ML = {xl,x2? •• 9x \ peut ê-
tre dGfini récursivement ("'vec M1 c:: T) g n ) 

1°) Les ,;1 ;,nents x , 00. ,x de T aP1JRrtiennent à1L. 
2') l n 

Si a appartient à M1 9 2.1ors f(a) api.J:::,rtient à !'f1, Où f;T ~ T 
telle que f(x) = x ; 

3 C') Chaque 61ément de 1>1:L est obtenu en 8,;ppliCiU'll1t un nombre fini 
de fois les règles lü ou 2°0 

. .> 

Exemple 5 ~ Soit 1 un espace vectoriel sur le corys commut",tif K 
et {xl' ••• ,xm } une base de 10 Alors 1 yeut être d8fini récursivement 

de la façon suivante 
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1°) xl, ••• ,x
m 

appartiennent à L 

2°) si x~ y appartiennent à L et si a appartient à K~ ;-'.lors 
x ~ y apJ";artient à L et a ~ x nppartient i:1 L. 

3°)· chaque 01-3ment de 1. est obtenu r0cursivement en appliquéLl1t un 
nombi-e fini de fois les règles 1° ou 2°. 
(Les ·lois JL et ~'sont respectivement les lois interne et externe 
de l'espace vectoriel L). 

Exemple 6 ~ Soient X un A-module, et ï.l C. X (M -1 ~), 8.,vec 
M = {xi) i ~ l • Le sous-module engendr0 par r.f est ~ ~ 

<M) ={x(.X 1 x = alxl + ••• + anxn ' ai E..A~ xi ~ M, i~{:1.~7n) 
peut être d3fini récursivement de la façon sui vantè ~ . 

1°) pour tout i de{17 2, ••• ,nJ ' xit(M) ; 

2°) si x et y appartiennent à < M) et a appartient à A , 2.1ors 
x + y appnrtient à < M> ' et ax aussi; 

3°) chaque ,:}L3ment de < M> est obtenu en appliquant un nombre fi
ni de fois les règles le ou 2". 

En accord avec le par8_gre.phe 1 d, cet 'l,rticle, < i~) est le plus pe
tit sous-ensemble de X vérifiant les conditions 1° et 2°, c'est-à-di
re que < M > est le plus petit sous-module de X incluant 14. < M"> 
est aussi l'intersection de tous les sous-ensemebles de X v5rifiant 
les conditions 1° et 2°, c'est-à-dire que < liI) est l'intersection 
de tous les sous-modules de X qui contiennent M. On rûtrouve ainsi 
directement quelÇtues rjsul t2ts cl"l.ssiques d' ::tlcèbre. 
On peut aussi p~rler de sous-groupes ou d'idoal engendré par un ensem
ble : on obtient· ainsi quelques :'!.pplications import31ltesen 3.lgèbre. 

Exemple 7 ~ On obtient aussi comme npplic:=l.tion la th60rie des 
langages formels, p3.rce que, comme on le sait, chnque langage régu
lier (linéaire à c1roi te) est un ensemble r,jgulier et rGcip!'oquement. 
Mais un ensemble régulier sur un alph2.bet ~ = {al' ••• ' an} peut 

être défini r3cursivement del~ façon suiv?nte ~ . 
1°) ~ ,tf l,\}\) , ... ,{an ). appartiennent 2, ri. 

2°) si P et Q. :=l.ppartiennent ~ ri, rüors P VQ, PQ, et p
3E 

app •. à R , 
avec P V Q = -(xl x ,P ou x ~ Q '\. ; PQ = {xy 1 x ~ P et y ~ Q}, et 

3E ,00, n n J . 0 
P = ~O P avec P P.P ••• P et~ par convent~on, P = re }. n= ,J ,~ .... 

n fois 
3°) itien d'n.utre n'ap:;JJ.rtiGnt à R que ce qui est obtenu à l'aide 

de ID ou de 2°. 
D'où plusieurs propri~tGs de cette cl-',sse de langnges avec applica
tions aux langnges de progr31nm'ltion. 
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