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miE GENER.:\LISATIOlJ DU THEORE1IE D' EULER 

D~s les paragr~phes qui suivent nous ~lions démontrer 
un r5sul t<>..t qui reillpl~ce le i:;hjorème d' Eu18r 

"Si (~~,m) = l, alors 3.0/( m) ~ l (mod m) " 

d~ns le c~s où a et m ne sont p~s ~remiers entre eux. 

ft - Notions introductives. 

On suppose m> O. Cette supposition ne nuit p2-S 2, 1 ". g~·:11(3r.,.

lit6, p2.rce Clue l'indicdrice d'Buler satisfé"'..it I t 0gdit.5 g 

(p Cm) = cp (-m) (cf Pl), et que les congruences vérifient 12 
propriC:té suiv2J1te : 

Cè == b (mod m) (-) a -= b (mod -m) (cf (Il pp 12-13). 

Q.u:,.nt 2. 1:. reln,tion de congruence modulo 0, c'est 1:,. relCltion d':'
g2-li t0. On note (<:t, b) le plus gr"'nd commun divisour de deux nombres 
entiers ê et b, et on choisit (~,b) O. 

B - Lemmes, théorème. 

1e~rn~ 1. 1. Soit 2- un nombre ontier et m u...'1 n::èturel> O. Il existe 
d ,m de /'V tels que a = 0 d ,m = fi d et (a m ) = l. 

o 0 0 0 0 0 0, 0 

Preuve ~ il suffit ~e choisir d = (Cè,m). En confo~ité o . 

~wec 1" d6fini tian du PGCD, les Quotients (\ et 0 de ~ ut 
o 0 

m par leur PGCD sont premiers entre eux (cf (3J pp 25-26). 

Lemme 2 g :\.Vec les not'1tions du lemme l, si d 1= l et si 0 ---1- 1 0 

do do dl ' illO = mIdI' (do ,ml) = l Gt dl i l, ~ .. _ors 

do> dl et !TI) m ,et si cl = d , Cllors 2.pr0s un :wmbre lir:1i té 
0' l 0 l 

de :;Jas i on ad,> d. l = (d. ,m. ) • 
Preuve gO. 1+ 1 1 

(0) ra 
\ m 
'-

De 

L" d o 0 

m cl 
o 0 

l 
d cl 

o l 

è, 
o 

,1, d = Q Q one 
o 1 

De m 
o mIdI on 

( , 
\ '" ,m ) o 0 

d f l 
o 

1 

f ,1 ) 
\ CL ,m = 1 

o l 
c\ 1= l 

il r5sulte que a = Cl d 
1 00 

d ) cl si d~ 1= 1. 
o . 1 0 

dCeLui t que m ) m • 

. 1 
2. d d 
001 

Si d o 
m 

o 

o zl ,'" 
m d = k. d ( Z E j !\! et 

1 0 C 

donc 

D . dz - l 
one ml = K. 0 

z-l 
d 2 = (dl,ml ) = (do,kodo ). Après i=z 

pas il vient d. l 
1+ 

= (d ,k) < d • 
o 0 
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chaque nombre entier ~et chaque nombre n~turel 
construire ln s6quence suivante des relations ~ 

(a ,m ) = 1 
o 0 

d t l 
1° 

(do ,ml) = l 

dl t 1 

(s-1) {ds_2 
~ms_2 

d 1 d 
s-2 s-1 

m d 
s-1 s-l 

(dS~2,mS_:::') 
, d

S
_

1 
t 1 

1 

( s) 
r dld (1) i d S _ l s-l s ds_l,ms 

~S-l msds ds = l 

1 

Preuve ~ On peut construire cette séquence en ~ppliqu2nt 
le lemme 1. La s;jquence est limitée, d'après le lemme 2, 
car après rI pas on ad'> d et m '> m ,et nprès 

o rI 0 rI 

r
2 

pas on a: d ) d . et m '- m,etc ••• , 
rI r l +r2 rI" r l +r2 

et les m. sont des naturels. On ~rrive à d = l parce que 
~ s 

si d t l on va construire de nouveau un nombre limit6 de 
s 

( \ , \ s+r), avec d < d • s+r 8 
relations (s+l), 

7? <fCm ) +8 Théorème g Soient.. a, m € IL et m t O. Alors a 8· ~ 
~ù-s-etm sont les m~mes que dans les lemmes ci-dessus. 

C'S (Mod :-i1) 

s 
Preuve ~ Comme d&~s ce qui précèdo on peut supposer m > 0 
sans nuire à 18. g~n2rali t 5. De la sCquence de relé',tions du 
lemme 3 il rGsulte que ~ 

(0) (1) l, (2) ,1 1 (3) (s) ,ldl ri 1 
a = 8. d = a d Ci. = ~ Q d d = ••• = ~ Ci. ••• ~ d 

o 0 0 0 l 0 0 1 2 0 0 1 8-1 s 
(0) (1) (2) (3) (s) 

et m = m d = m cl d m cl d C = ••• = fi d d ••• d d 
o 0 l l 0 2 2 l 0 8 s 8-1 l 0 

et m d d ••• cl cl = cl d ••• d d m 
s s s-l 1 0 0 1 s-1 s s 

De (0) il d6coule quo do = (~,m) , et de (i) que d. =(d. l,m. 1)' 
{

"1 J. ~- ~-ce pour tout i do 1,2, •••. s T • 
~ dldldl -d 1 è '-'" 1 2"··········· l L o 0 s-_ s 

:1 
8-1 

cl 
8 

"ldl d 1 1 

al 2············ "s_las 

d 1 d 
8-1 s 

d 
s 



Donc ci Ù. ci éi d 
o 1 2 ••• 8-1 E 

( s-1)( 1 l ) 
l := a. 2,m l s- s-~ 

(s=2) (1 1 m ) l -' C 3 ,.!. 2 s- s-

-
( d:- ,mI 3 CL. 3 cl, 2) = ••• 

l + l+ ~+ 

(11 d ~ ~) d (dl ) 1 t \CL.,m Le _o.,,,',,,, one .,m == ,0 ce 
~ 3 S s-~ ~+~ 1 S 

r- ~ .. 
pour tout i cle; 0,19 ••• ,8-2 1.- • 

( 0) 
l ::: (a ,ru ) = (G- ,il, •. d Id m ) 

o 0 0 s- s s 

~~ théorème d'Euler il rGsultc que 

,J 

donc (a ,m ) 
o s 

l . 

1 
;o(m ) 

(di) s - 1 (mod m ) 
S 

pou~ tou~ i de !O,l, •.. ,s\ 
\. _\ 

<p(m ) 
a S 

o 
<r(m ) 

m2 .. is ê.. S 

clone 
c.o(m ) 
, S 

G 

l (mod m ) 
~, 

1.0 .• 0.1 \,--'''''"----
8+1 fois 

(Pem ) 
r',' ::;:: l (mod m ). 

s 

(mod m ) 
8 

wCm ) 
~.s (,1)S-1(d1 )8-2(dl )S-3 (, 1)1 1 8-::: 
~ • ~ l 2 .0. o.. 2 oa -o 0 ~ s-

s (,1 s-l l s-2 (" 1 l ::: 2, • CL) ( dl ) • •• G. 2) • 1 
- 0 0 ' s-

Or.. Inu l t,ip lie p[~r g 

(mod ru ). 
s 

( -"1\1(,,,1\2/11)3 (.l 1 )S-I(cl l)S et on obt;ont 
v'o ! ,.-lI' ,Cc 2 ,., l's_2' s-l .. 

1. 

~s( l s II s '( l '. sec 1 \'S ~tp(ms) "s 11 sIs (, 'i' )3(ri 1 )f1 
Cv cl) (Cl 1) •.• d 2) cl 1.' c. ::: c. (CL ) (dl) ••• a. 2 ...., o '0 s-s- - 0 0 s- S-,i 

( ,11 l)s) 
(mocl Q~) ... (cl 1 m 

" s- 8 
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SIs l s l s l!'(m S ) -f(ms)+s 
mais a (d ) (dl) ••• (d 1) .a = a et 

o 0 s- ( ) 
S(d1)S(dl)s (d l )8 _ ,.,s ...,Cf ,ms +s s 
al. • • l - ". donc '-" - a (rnod m) o . 0 s-
pour tous a, m de 7l (m 10). 

l alors d =1 • Donc s = 0 , ct d'~près le thôorÔffio 
o 0 (.v(rn ) +0 

_= a (mod m) c2.d a' 0 ~ 1 (mod m). 
l,fais m = m d = m .1 

000 
P.!o. Dor.c ~ 

~(m) 
a _ 1 (mod m) , et o~ obtien~ le thGorome d'Euler. 

(2) Soienrli a ct m deux nombres entiers, m 1 0 
".:>Cm ) +1 

et. m = m d • Si (d. ,m ) = l, éüors a' 0 
o 0 0 0 

ct (2.,0) = cl 
o 

:=: a (mod m) .. 

En effet, vient, 0U thGo:.."èmc "voc s l et ml = mo C 

Cette relation 2.. une foL'lTIC scmb12,blc L'-U thrjorème do Fe l'fIlat 
l.('(p) +1 

a a ( '" \ mOle p j. 

C - UN ALGORIT"illIE POUR RESOUDRE ~ CONGRlJENCES 0 

1 l, 

On v.a construire un algori tb.me et montrer le soh6ma logique per
mettant de calculer s et m du th6orème. 

s 
Eonnôes à entrer ~ deux nombros entiers a et m, m 1 O. 

(c(rn ) +s . s 
Résultats en sortie : s et m o.insi que a 

s 
~:léthode ~ (1) A . - ê • --- - . -

'.T 
1'1 := m 
i n _ 0 

s 
(mocl rn). 

(2) Calculer cl = (A,M) ct il' = I<1/cl. 
(3) Si cl = l nrendre S = i et m H'; stop. 

Si cl 1 l ;rendro A:= cl, s M:= M', 
i ~= i+l~ et L'-ller en (2). 

Rem la correction d' é".lgori thme rôsul te du lemme 3 et du thôorG:rle. 
Voir orgc'l.nigr~'1lme p:'.ge suivante. 
Dans cet org?.nigro.mme ~ SUEROUTlNE CMimC calcule D = CA ,~~I) 
et choisit D) O. 

Application : Dans la rGsolution des exercices on utilise le th6o
rèmc et l' <".1 go ri thmo pO'..1r c::"leuler s et m • 

s 

(:nod 105705) ExemEle 
L'on ne peut pas 

~ppliquer FerMat ou Euler oar (6,105765) = 3 1 1. 
On applique donc l'Gleot'ithme pour cL'-lculer s et m et puis 
le thGorè;'1e rmt 8rieu::' ~ s 

cl = (6 105~5~) = 3 m = l0576~/3 3525)~ o \ ~ './ 0-

i = 0 ; 3 1 l clone i 0 + 1 = l ,dl (3,35255)" 
ml = 35255/1 = 35?55~ 

l , 
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:-r(35255)+1 1 
Donc 6 ~ 6 (mod 105765) donc 

25604 LI-

6 1:: 6 (mod105765). 
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