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摘要　研究了 ∑
n≤x

d(ak(n))的渐进公式 ,这里 ak (n)是 F. Smarandache教授提出的 “only problems, not solu-

tions”中第 80问题的数列。
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　　1993年 , F. Sm arandache教授在其所著的 “On ly

problem s, not so lutions”
[ 1]
中提出了 100个问题 ,这

引起了学者们的极大兴趣 。其中 ,第 80个问题是:

幂根:0 , 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2 , 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 4 ,

4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 5 , 5, 6 , 6, 6 ,

6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7 , 7, 7 , 7, 7 ,

7, 7, 7, 8 , 8, ……。研究这个数列的性质 。

我们把第 80个问题中的数列定义为 a(n),不

难发现 a(n)=[ n] ,其中 [ x]是不超过 x的最大整

数 。更一般地 , 设 k≥2是任意固定整数 , 定义

ak (n)=[ n
1 /k
] 。何晓林和郭金保在 “On the 80 th

Prob lem of F. Sm arandache(Ⅱ)”
[ 2]
中研究了除数问

题在序列 ak (n)中的推广 。他们证明了

∑
n≤x

d(a2(n)) =∑
n≤x

d([ n] )

=
1
2
x logx+ 2γ-

1

2
x +O(x

3 /4
),

∑
n≤x

d(ak (n)) =∑
n≤x

d([ n
1 /k
] )=

1
k
x logx+O(x)。

本文将改进上述结果 ,并证明其他相关的结论 。

1　∑
n≤x
d(a(n))的渐进公式

基本定理　令

Δ(x):=∑
n≤x

d(n) - x logx -(2γ- 1)x,

Ek (x):=∑
n≤x

d([ n
1 /k
] ) -

1
k
x logx - 2γ-

1
k

x。

这里 γ是 Eu ler常数 ,则

Ek (x)=kx
1 -(1 /k)

Δ(x
1 /k
)+O(x

1 -(1 /k)+ε
) (1)

证明　对任意正数 x, 一定存在整数 N ,使得

N
k

≤x <(N +1)
k

,所以

∑
n≤ x

d([ n
1 /k

] )=∑
j≤N
　 ∑

jk≤i<(j+1)k
d([ i

1 /k

] ) -

∑
x<i<(N +1)k

d([ i
1 /k
] )=∑

j≤N
((j+1)

k
- j

k
)d(j)+

O(N
k - 1

d(N))=k∑
j≤N

j
k - 1

d(j)+

O(∑
j≤N

j
k -2

d(j))+O(N
k -1

d(N))=k ∑
j≤x1 /k

j
k - 1

d(j)

+O(x
1 -(1 /k)+ε

) (2)

这里用到了 ∑
n≤x

d(n)=x logx +(2γ- 1)x +O( x)及

d(N) N
ε
。

令 D(t)=∑
j≤t
d(j),则

∑
j≤x1 /k

j
k-1
d(j) =∫

x1 /k

1
t
k-1

dD(t) =∫
x1 /k

1
t
k -1
( logx +

2γ)dt +∫
x1 /k

1
t
k-1

dΔ(t) =Ⅰ +Ⅱ (3)

易得

I=
1

k
2 x logx+

1

k
2γx -

1

k
2 x+O(1) (4)

设 G(t)=∫
t

1Δ(x)dx, V orono i
[ 3]
证明了

∫
T

1
Δ(x)dx =

T
4
+O(T

3 /4
) (5)

所以



∫
x1 /k

1
t
k - 2
Δ(t)dt=∫

x1 /k

1
t
k -2

dG(t)=x
1 -(2 /k)

G(x
1 /k
) -

(k - 2)∫
x1 /k

1
t
k-3
G(t)dt x

1 -(1 /k)
。

从而由分部积分得

Ⅱ =x
1 -(1 /k)

Δ(x
1 /k
) +O (1) - (k - 1)∫

x(1 /k)

1
t
k-2

Δ(t)dt=

x
1 - (1 /k)

Δ(x
1 /k

)+O(x
1 -(1 /k)

) (6)

由 (2)式 , (3)式 , (4)式和 (6)式 ,得

∑
n≤x

d([ n
1 /k
] )=

1
k
x logx + 2γ-

1
k

x +kx
1 - (1 /k)

×

Δ(x
1 /k
)+O(x

1 - (1 /k)+ε
) (7)

定理 1　若 Δ(x)≤x
θ
,则

Ek (x)≤x
1 -(1 /k)+(θ/k)

(8)

特别地 ,

Ek (x) x
1 - 285 /416k

( logx)
26957 /8320

(9)

证明　(8)式由基本定理直接可得 。H ux ley
[ 4]

证明了 Δ(x) x
131 /416

( logx)
26957 /8320

,代入 (8)式知

(9)式成立。

Ek(x) x
1 -285 /416k

( logx)
26957 /8320

。

定理 2

Ek (x)=Ψ+(x
1 -3 /4k

( logx)
1 /4
×

(log logx)
(3+log4) /4

exp( -c log log logx) (10)

Ek ( x ) =Ψ- (x
1 -3 /4k

exp (c′( log logx )
1 /4
×

( log log logx)
-3 /4
)) (11)

其中 c, c′是绝对正常数 。

证明　H afner
[ 5]
证明了

Δ(x) =Ψ+ (x
1 /4
( logx )

1 /4
×( log logx)

(3+log4) /4

exp( -c log log logx)), c>0 (12)

K. Co rradi和 I. K′ata i
[ 6]
证明了

Δ(x)=Ψ- (x
1 /4

exp(c′( log logx)
1 /4
×

( log log logx)
-3 /4
)), c′>0 (13)

由基本定理 , (12)式和 (13)式可得定理 2。

定理 3

∫
T

1
E

2
k (x)dx=

c1k
3

2k - 1
T

3 -3 /2k
+O(T

3 -7 /4k+ε
) (14)

其中 c1 =
(ζ(3 /2))

4

6π
2
ζ(3)

。

证明

∫
T

1
E

2
k (x)dx =k

2 ∫
T

1
x

2 -(2 /k)
Δ

2
(x

1 /k
)dx +2k ∫

T

1
x

1 -(1 /k)

×Δ(x
1 /k
)O (x

1 -(1 /k) +ε
)dx +∫

T

1
O(x

2 -(2 /k)+2ε
)dx =

Ⅰ +Ⅱ +Ⅲ　　 (15)

令 F(t)=f
t

1Δ
2
(x)dx,由文献 [ 7]有

F(T)=c1T
3 /2
+G(T), G(T)=O(T log

5
T)(16)

所以

I=k
3 ∫

T1 /k

1
t
3k -3

dF(t)=3
2
c1k

3 ∫
T1 /k

1
t
3k - 3+1 /2

dt+

k
3 ∫

T1 /k

1
t
3k -3

dG( t)=
c1k

3

2k - 1
T

3 -(3 /2k)
+k

3
T

3 - (3 /k)
G

(T
1 /k
)+O(1) -k

3
(3k - 3)∫

T1 /k

1
t
3k -4

Gdt=
c1k

3

2k - 1

T
3 -(3 /2k)

+O(T
3 - 2 /k

log
5
T) (17)

由 C auchy不等式及 (16)式得

Ⅱ =2k
2 ∫

T1 /k

1
t
2k -2
Δ(t)O(t

k -1+ε
)dt 2k

2
×

(∫
T1 /k

1
t
4k - 4

O(t
2k - 2+2ε

)dt)
1 /2
(∫

T1 /k

1
Δ

2
(t)dt)

1 /2

 T
3

- 7 /4k +ε (18)

又

Ⅲ T
3 - 2 /k +ε

(19)

由(15)式 , (17)式 , (18)式和 (19)式得(14)式 。
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Calculation of Stress Intensity Factors for Ob lique through Cracks

GAO X iaoqin , HUANG H aim ing, ZHANG Zim ao, CH EN Le i

(Ins titu te of Eng ineering M echan ics, Bei jing Jiaotong University, Bei jing 100044)

[ Abstrac t] 　S tress in tensity factors(S IFs) of c racks hav ing differen t leng th w hich ang le β is equal to 45°, 60°

and 75°respective ly, are calcu lated by using finite elem en tm ethod(FEM). Then d istribu tion of value of SIFs are

obtained along w ith crack tips and ang le, wh ich fetches up handbooks o f stress in tensity factors in ob lique through

cracks.

[ Key words] 　 stress intensity facto rs(SIFs)　　ob lique through cracks　　 fin ite elem en tm ethod(FEM)
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F. Smarandache 80th Problem
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[ Abstrac t] 　Them ain purpose is to study the m ean value of d(ak(n)), where d(n) is div iso r func tion and

ak (n) is the sequence in Problem 80 o f Pro fesso r F. Sm arandache’ s book “ on ly p rob lem s, not solutions”.

[ Key words] 　diviso r func tion　　m ean-va lue. 　　asym pto tic fo rm ula
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