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Mersenne数的 Smarandache函数值的下界*
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摘要:设 p是奇素数，运用初等方法讨论了 S( 2p ± 1) 的下界，其中 S( 2p ± 1) 是 2p ± 1 的 Smarandache函数。文章证明了:当
p ＞ 7 时，S( 2p ± 1) ≥8p + 1。
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设 N是全体正整数的集合。对于正整数 n，设
S( n) = min{ m |m! ≡0( mod n) } ，m∈N} ( 1)

称为 n的 Smarandache函数。近几年来，关于此类数论及其推广形式的各种性质可谓是一个引人关注的
研究课题［1 － 7］。
设 p是奇素数，本文讨论 Smarandache函数值 S( 2p ± 1) 的下界。对此，文［8］证明了

S( 2p － 1 ( 2p － 1) ) ≥2p + 1 ( 2)
文［9］证明了，当 p≥7 时，

S( 2p ± 1) ≥6p + 1 ( 3)
本文运用初等方法证明了以下的结果:

定理 当 p ＞ 7 时，S( 2p ± 1) ≥8p + 1。
由于从文［8］可知 S( 2p －1 ( 2p －1) ) = S( 2p －1) ，所以本文定理改进了文［8］和［9］中的结果( 2) 和( 3) 。

1 若干引理

设 p，q是奇素数。对于大于 1 的正整数 n，设 p( n) 是 n的最大素因数。
引理 2． 1 如果 2 是模 q的二次剩余，则 q≡1 或 7( mod 8) ;如果 － 2 是模 q的二次剩余，那么 q≡1 或

3( mod 8) 。
证明 参见文［10］的定理 3． 1． 3，3． 2． 1 和 3． 2． 3。
引理 2． 2 设 X和 Y是适合 |XY | ＞ 1 以及 gcd( X，Y) = 1 的整数，此时，( Xp － Yp ) / ( X － Y) 的素因数 q

满足 q = p或者 q≡1 或 q≡1( mod 2p) ，而且 q = p成立的充要条件是 X≡Y( mod p) 。
证明 参见文［11］。
引理 2． 3 2p － 1 的素因数 q都可表成 q = 8sp + 1 或者

a =
( 8s － 2) p + 1，当 p≡1( mod 4) 时
( 8s － 6) p + 1，当 p≡3( mod 4){ 时

( 4)

式中: s是正整数。
证明 因为 2 － 1 = 1，所以从引理 2． 2 可知 2p － 1 的素因数 q都满足 q≡1( mod 2p) ，故有

q = 2tp + 1，t∈N， ( 5)
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又因，2p≡2( 2 ( p － 1) /2 ) 2≡1( mod q) ，所以 2 是模 q的二次剩余，从引理 2． 1 得 q≡1 或 7( mod 8) 。

当 q≡1( mod 8) 时，从式( 5) 可知 4 | t，故有 t = 4s，其中 s是正整数。因此 q = 8sp + 1。

当 q≡7( mod 8) 时，从式( 5) 可知
tp≡3( mod 4) ( 6)

故从式( 6) 可得

t =
3( mod 4) ，当 p≡1( mod 4) 时
1( mod 4) ，当 p≡3( mod 4){ 时

( 7)

由于从式( 7) 可知

t =
4s － 1，当 p≡1( mod 4) 时
4s － 3，当 p≡3( mod 4){ 时

s∈N ( 8)

故从式( 5) 和式( 8) 可得式( 4) 。引理证完。

引理 2． 4 当 p ＞ 3 时的素因数 q都可表示成 q = 8sp + 1 或者

q =
( 8s － 6) p + 1，当 p≡1( mod 4) 时
( 8s － 2) p + 1，当 p≡3( mod 4){ 时

( 9)

式中: s是正整数。

证明 本引理的证明方法与引理 2． 3 相同。因为 2 － ( － 1) = 3 ＜ p，所以从引理 2． 2 可知 1
3 ( 2

p + 1)

的素因数 q都满足 q≡1( mod 2p) ，因此 q 可表示成式( 5) 之形。又因 － 2p≡ － 2( 2p － 1) /2 ) 2≡1( mod q) ，所
以 － 2 是模 q的二次剩余，故从引理 2． 1 可知 q≡1 或 3( mod 8) 。

当 q≡1( mod 8) 时，从( 2． 2) 可知 q = 8sp + 1。当 q≡3( mod 8) 时，因为从( 5) 可知 tp = 1( mod 4) ，故从

t =
1( mod 4) ，当 p≡1( mod 4) 时，
3( mod 4) ，当 p≡3( mod 4) 时{ ，

( 10)

可得式( 9) 。引理证完。

引理 2． 5 如果
n = pril… prkk ( 11)

是 n的标准分解式，则 S( n) = max{ S( pr11 ) ，…，S( p
rk
k ) }。

证明 参见文［12］。

引理 2． 6 如果 x和 y是适合 x ＜ y的正整数，则 S( px ) ≤S( py ) 。

证明 参见文［12］。

引理 2． 7 S( p) = p。

证明 参见文［12］。
引理 2． 8 S( n) ≥p( n) 。

证明 设式( 11) 是 n的标准分解式。从引理 2． 6 和 2． 7 可知
S( prii ) ≥S( pi ) = pi，i = 1，2，…，k ( 12)

因此根据引理 2． 5，从( 12) 可得 S( n) = max{ S( pr11 ) ，…，S( p
rk
k ) } ≥max{ S( p1 ) ，…，S( pk ) } = max{ p1，…，

Pk} = P( n) 。引理证完。

引理 2． 9 方程
Xm － Yn = 1，X，Y，m，n∈N，min{ X，Y，n，n} ＞ 1 ( 13)

仅有解( X，Y，m，n) = ( 3，2，2，3) 。

证明 参见文［13］。

引理 2． 10 方程
2p + 1 = 3Yn，Y，n∈N，Y ＞ 1，n ＞ 2 ( 14)

无解( Y，n) 。
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证明 参见文［14］。

2 定理的证明

设 p是适合 p ＞ 7 的奇素数，此时 p≥11。首先讨论 S( 2p － 1) 的下界，设
2p － 1 = pr11… prkk ( 15)

是 2p － 1 的标准分解式，其中 p1，…，pk 是适合
p1 ＜… ＜ pk ( 16)

的奇素数，r1，…，rk 是正整数。

当 k = 1 且 r1 = 1 时，从式( 15) 可知 2p － 1 的最大素因数 P( 2p － 1) = p1 = 2
p － 1。由于 p≥11，因此有 p

( 2p － 1) ＞ 8p + 1。

当 k = 1 且 r1 ＞ 1 时，从式( 15) 可知方程( 13) 有解( X，Y，m，n) = ( 2，p1，p，r1 ) 。然而，根据引理 2． 9 可
知这是不可能的。

当 k ＞ 1 时，从引理 2． 3 可知 p1≥2p + 1 以及 p2≥8p + 1，所以此时 p( 2p － 1) ≥p2 = 8p + 1。

从以上的分析可知 p( 2p － 1) ≥8p + 1，又从引理 2． 8 可得 S( 2p － 1) ≥p( 2p － 1) ，故有
S( 2p － 1) ≥8p + 1 ( 17)

以下讨论 S( 2p + 1) 的下界。设
1
3 ( 2

p + 1) = pr11…prkk ( 18)

是
1
3 ( 2

p + 1) 的标准分解式，其中 p1，…，pk 是适合式( 16) 的奇素数，r1，…，rk 是正整数。

当 k = 1 且 r1 = 1 时，因为 p≥11，故从( 18) 可得 p( 13 ( 2
p + 1) ) = 1

3 ( 2
p + 1) ＞ 8p + 1。

当 k = 1 且 r1 = 2 时，因 pr11≡p21≡1( mod 8) ，故从( 18) 可得 1≡2p + 1≡3p21≡3( mod 8) 这一矛盾。

当 k = 1 且 r1 ＞ 2 时，从( 18) 可知方程( 14) 有解( Y，n) = ( p1，r1 ) 。然而从引理 2． 10 可知是不可能的。

当 k ＞ 1 时，根据引理 2． 4，从( 16) 和( 18) 可得 p1≥2p + 1 以及 p2≥8p + 1，所以 p( 13 ( 2
p + 1) ) = p2 ＞

8p + 1。

由于从上述分析可知

p( 2p + 1) = p( 13 ( 2
p + 1) ) ＞ 8p + 1 ( 19)

所以根据引理 2． 8，从( 19) 可得
S( 2p + 1) ≥8p + 1 ( 20)

于是从( 17) 和( 20) 可知本定理成立。证完。

综上所述，本文运用初等方法讨论了 S( 2p ± 1) 的下界，其中 S( 2p ± 1) 是 2p ± 1 的 Smarandache 函数，

并证明了:当 p ＞ 7 时，S( 2p ± 1) ≥8p + 1。
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Abstract: Let ρ be an odd prime． In this paper，certain elementary methods are used，and the lower bounds for S( 2p ± 1) are dis-

cussed，where S( 2p ± 1) is the Smarandache function of 2p ± 1． We prove that if p ＞ 7，then S( 2p ± 1) ≥8p + 1．
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Abstract: Orthogonal test is performed by using the four main process parameters of the high velocity arc spraying as factors，which

are spraying current，spraying distance，spraying voltage and atomizing air pressure． Each factor has three levels． Coatings are pre-

pared on the Q235 steel plate by． high velocity arc spraying equipment with self － made new kind of 4Cr13 cored wire，and study in-

fluence law of parameters on adhesion strength between the basic material and the coatings，which can obtain the optimal process pa-

rameters of arc spraying，and lay a good foundation for preparing coatings with great comprehensive capability．
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