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摘要：Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数的相关性质是初等数论和解析数论研究的一个重要问题．本文利用初等
方法给出了Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　Ｃｅｉｌ函数Ｓｋ（ｎ）与ｎ的ｋ次补数函数ａｋ（ｎ）之间的关系式（Ｓｋ（ｎ））ｋ ＝
ａｋ（ｎ）·ｎ，再利用解析方法给出了Ｓｋ（ｎ）一个渐近公式
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１　引言及结论

对任意正整数ｎ及任意给定的整数ｋ≥２，ｎ的ｋ次补数ａｋ（ｎ）定义为最小的正整数ｍ，使得乘积ｍ·

ｎ为完全ｋ次方幂［１］．例如当ｋ＝２时，ａ２（ｎ）的前几个值为ａ２（１）＝１，ａ２（２）＝２，ａ２（３）＝３，ａ２（４）＝１，

ａ２（５）＝５，ａ２（６）＝６，ａ２（７）＝７，ａ２（８）＝２，ａ２（９）＝１．ｋ阶Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　Ｃｅｉｌ函数Ｓｋ（ｎ）定义为Ｓｋ（ｎ）

＝ｍｉｎ｛ｘ：ｘ∈Ｎ，ｎ｜ｘｋ｝．例如当ｋ＝２时，Ｓ２（１）＝１，Ｓ２（２）＝２，Ｓ２（３）＝３，Ｓ２（４）＝２，Ｓ２（５）＝５，Ｓ２（６）

＝６，Ｓ２（７）＝７；当ｋ＝３时，Ｓ３（１）＝１，Ｓ３（２）＝２，Ｓ３（３）＝３，Ｓ３（４）＝２，Ｓ３（５）＝５，Ｓ３（６）＝６．
著名数论专家Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ教授在文献［２］中引入Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　Ｃｅｉｌ函数，并建议研究其各种性质．

Ｉｂｓｔｅｄｔ已经证明了Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　Ｃｅｉｌ函数的可乘性［３－４］，即
（ａ，ｂ）＝１Ｓｋ（ａｂ）＝Ｓｋ（ａ）Ｓｋ（ｂ）．

关于Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　Ｃｅｉｌ函数的其他相关研究参见文献［５－９］．
一般的，当ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｒｒ 为ｎ的标准分解式时，有

Ｓｋ（ｐα１１ｐα２２ …ｐαｒｒ ）＝Ｓｋ（ｐα１１ ）Ｓｋ（ｐα２２ ）Ｓｋ（ｐα３３ ）…Ｓｋ（ｐαｒｒ ）．
本文利用初等方法建立这２个函数之间的密切关系，给出它们之间的一个恒等式，然后再用解析方法

给出Ｓｋ（ｎ）的一个均值公式．即证明如下２个结论：

定理１　 若ａｋ（ｎ）为正整数ｎ的ｋ次补数，则有恒等式
（Ｓｋ（ｎ））ｋ ＝ａｋ（ｎ）·ｎ． （１）

定理２　 对任意实数ｘ≥１，以下渐近公式成立：
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其中ε＞０，是任意给定的正数．
特别当ｋ＝２、３时，由定理２可得如下推论：
推论１　 对任意实数ｘ≥１，有渐近公式
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推论２　 对任意实数ｘ≥１，有渐近公式
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２　 定理的证明

先用初等方法给出定理１的证明．由补数的定义知，若ａｋ（ｎ）·ｎ＝ｍｋ，即要证明Ｓｋ（ｎ）＝ｍ．由Ｓｋ（ｎ）

的定义知，即要证明ｍ满足以下２个条件：
（１）ｎ｜ｍｋ 因为ａｋ（ｎ）＝ｍｋ，显然可得ｎ｜ｍｋ；
（２）ｍ为满足条件（１）的最小正整数．
下面用反证法证明．
设ｍ不是满足条件（１）的最小正整数，则有Ｓｋ（ｎ）＜ｍ．设Ｓｋ（ｎ）＝ｌ，得ｌ＜ｍ，由ｎ｜ｌｋ，可知存在整

数ｑ，使得ｎ·ｑ＝ｌｋ．
由条件（１）有ａｋ（ｎ）·ｎ＝ｍｋ，因为ｌ＜ｍ，得到ｑ＜ａｋ（ｎ），这与ａｋ（ｎ）为数ｎ的补数矛盾．所以ｍ为

满足条件（１）的最小整数，即ａｋ（ｎ）＝ｍ，定理１得证．
下面给出定理２的证明过程．设
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函数ｆ（ｓ）ｘｓ／ｓ在ｓ＝２处有一阶极点，留数为
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在Ｐｅｒｒｏｎ公式［１０］中取ｂ＝５／２，ｓ０ ＝０，Ｔ＞２有
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将式（５）的积分线移至ｓ＝３／２＋ε±ｉ　Ｔ处，并取Ｔ＝ｘ，可得
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定理２得证．在定理２中分别取ｋ＝２，ｋ＝３，即可得到推论１和推论２．
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