
第 30卷　第 2期

2010年 6月

数学理论与应用

MATHEMATICALTHEORYANDAPPLICATIONS
Vol.30No.2
Jun.2010

Smarandache函数与伪 Smarandache函数相关性质研究＊

熊　海
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摘　要　本文研究了 Smarandache函数与伪 Smarandache函数的相关性质 , 主要给出了伪 Smarandache函数均

值的一个范围 , 证明了 Majumdar提出的四个猜想是正确的。
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Abstract　Inthispaper, weresearchedsomepropertiesofSmarandacheandpseudo-Smarandachefunctions, and

giveaboundofthemeanvalueofpseudo-Smarandachefunction.Furthermore, wegiveaffirmativeanswerstofour

conjecturesproposedbyMajumdar.
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1　引言

Smarandache函数是由 F.Smarandache在 《OnlyProblems, NoSolutions》一书中引进的 ,其

定义为 S(n)=min{m:n m!}, 后来人们根据 Smarandache函数定义了伪 Smarandache函数

Zn=minm:n 
m m+1

2
, 它们有许多有趣的性质 ,许多人曾对此进行研究。

Erdos曾经猜测对于几乎所有的 n都有 S(n)=P(n),其中 P(n)是指 n的最大素因子函

数 ,对于这个猜测目前所获得的最好结果是 AleksandarIvic[ 1]得到的 ,他证明了 N(x)=

xexp- 2logxloglogx1 +Ologloglogx
loglogx

, 这里 N(x)表示所有不超过 x的整数中不满足

方程 S(n)=P(n)的整数的个数 。MarkFarris和 PatrickMitchell[ 2] 研究了 Smarandache函

＊ NCET(06-09-23)及 JC08-03资助
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数 S(n)在素数幂上的上下界估计 ,并得到了如下结果:(p-1)α≤S(p
α
)≤(p-1)(α+1+

log
α
p)+1;JozsefSandor[ 3] 研究了包含 Smarandache函数不等式的可解性 ,证明了 S(m1 +m2

+… +mk)<S(m1)+S(m2)+… +S(mk)和 S(m1 +m2 +… +mk)>S(m1)+S(m2)+

… +S(mk)存在无穷多组解 。LuYaming[ 4] 进一步证明了在等号成立下也存在无穷多组解。

关于 S(n)和 Z(n)还有许多性质尚不清楚 ,特别是 Z(n)由于其值的分布的不规则性使

得研究起来具有很大的困难。张文鹏在 [ 5]中提出下列问题:是否最多只有有限多个正整数 n

使得 ∑
n d

1
S(d)

为正整数;函数 Z(n)的均值是多少? A.A.K.Majumdar在 [ 6]中提出了 4个

猜想:(1)Z(n)=2n-1当且仅当 n=2
k
, 其中 k为非负整数;(2)Z(n)=n-1当且仅当 n

=p
k
, 其中 p为大于 3的素数;(3)如果 n不能表达为 n=2

k
的形式 ,则有 Z(n)≤n-1;(4)

对任意的 n都有 Z(n)≠Z(n+1)。本文将主要研究以上问题 ,我们部分解决了张文鹏所提出

的问题 ,并证明了 Majumdar所提的四个猜想是正确的 。

2　Smarandache函数的相关性质

引理 2.1　若 S(n)=P(n),设 n的标准分解为 n=p
α1
1 p

α2
2 …p

αr
rP

αr+1(n),那么必有 αr+1 =

1;对于 1≤k≤r,必有 αk≤P(n)-2。

证明　若 αr+1 >1,则有 P
2
(n) n S(n)! =P(n)!,这与 P(n)为素数矛盾! 故有 αr+1

=1。

设 n!中包含素因子 p的个数为 α, 即满足 p
α
 n!, p

α+1
 n!, 则有 α=∑

∞

l=1

n
p
(证明参见

[ 7] ),由于有 p
αk
k  P(n)!, 因此有 αk≤∑

∞

l=1

P(n)
p
l
k

≤
∞

l=1

P(n)
p
l
k
≤
P(n)
pk-1

, 因此当 pk≠2时

是显然有 αk≤ P(n)-2;而当 pk =2时 ,则有 t使得 2
t
<P(n)<2

t+1
, 此时有 αk≤

∑
t

l=1

P(n)
2
l ≤∑

t

l=1

P(n)
2
l =P(n)-P(n)

2

2
t+1 <P(n)-1, 因为 αk为整数因此有 αk≤P(n)

-2。

定理 2.1　令 f(n)=∑
d n

1

S(d)
, 那么在 n≤ x的整数中除去 N(x)个整数外 , f(n)均不

取整数值 ,其中 N(x)=xexp- 2logxloglogx1 +Ologloglogx
loglogx

, 即 f(n)在几乎所有的

整数上都不取整数值 。

证明　由 AleksandarIvic[ 1]的结果 ,我们只需证明当 S(n)=P(n)时 , f(n)不为整数。
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若 S(n)=P(n), 由引理 2.1知 ,可设 n的标准分解为 n=p
α
1

1 p
α
2

2 …p
α
r
r P(n),其中 αk≤

P(n)-2,将 n记为 n=mP(n)所以此时有:

f(n)=∑
d n

1
S(d)

=∑
d m

1
S(d)

+∑
d m

1
S(dP(n))

=∑
d m

1

S(d)
+∑
d m

1

P(n)
=∑

d m

1

S(d)
+
∏
r

k=1
(αk+1)

P(n)

只需注意到对于 d m, S(d)<S(n)=P(n), αk+1≤P(n)-1 <P(n), 因此对于第一部

分 ,将其通分后 ,其分母的素因子皆小于 P(n), 对于第二部分其分子的素因子也皆小于

P(n), 因此其肯定不是整数 ,因此这两部分相加不可能为整数 。

3　伪 Smarandache函数的相关性质

为了更加方便的研究 Z(n),我们定义一个新的函数 Z
＊
(n)=minm:n m(m+1), 显

然我们容易得到当 n奇数时 Z(n)=Z
＊
(n), 当 n偶数时 Z(n)=Z

＊
(2n), 因此这两个函数

是密切相关的。

引理 3.1　当 n=p
k
时 , Z

＊
(n)=n-1;当 n含有两个以上不同的素因子时 ,则必有

Z
＊
(n)≤

n
2
-1。

证明　由 Z
＊
(n)的定义易知 Z

＊
(n)≤n-1 , 而当 n=p

k
时有 p

k
 Z

＊
(n)(Z

＊
(n)+1),

故有 p
k
 Z

＊
(n)或 p

k
 Z

＊
(n)+1, 此时都可得到 Z

＊
(n)≥p

k
-1 =n-1, 故此时有 Z

＊
(n)

=n-1。

当 n含有两个以上不同的素因子时 ,此时 n必可分解为两个互素且大于 1的整数的乘积 ,

设 n=mk,其中(m, k)=1,此时可设 k为奇数 ,则必定存在且唯一存在 b、b′属于 k的最小非

负剩余系使得 mb≡-1modk且 mb′≡ 1modk, 因此必有 Z
＊
(n)≤minmb, mb′-1 , 而注意

到 k mb+mb′, 因此有 k b+b′, 故有 b+b′=k, 由于 k为奇数 ,故必有 minb, b′≤

(k-1)
2
, 因此 Z

＊
(n)≤mk-1

2
=n

2
-m

2
≤ n

2
-1。

定理 3.1　(i)Z(n)=2n-1当且仅当 n=2
k
, 其中 k为非负整数;(ii)Z(n)=n-1当

且仅当 n=p
k
, 其中 p为大于 2的素数;(iii)如果 n不能表达为 n=2

k
的形式 ,则有 Z(n)≤

n-1。

证明　(i)当 n=2
k
时(仅考虑 k为正整数 , k=0是显然的),此时有 Z(n)=Z

＊
(2n),

故由引理 3.1可知 Z(n)=2n-1;若 Z(n)=2n-1, 必有 n为偶数 ,否则 Z(n)=Z
＊
(n)≤
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n-1, 假设 n≠2
k
, 故 2n至少还含有一个奇素因子 ,由引理 3.1可得 Z(n)=Z

＊
(2n)≤

2n
2
-

1 =n-1, 矛盾 ,故 n=2
k
。

(ii)当 n=p
k
,且 p为大于 2的素数时 ,此时有 Z(n)=Z

＊
(n),由引理 3.1可得 Z(n)=

n-1;若 Z(n)=n-1,显然 n不可能是偶数 ,假设 n≠p
k
,则 n至少含有两个奇素因子 ,由引

理 3.1可得 Z(n)=Z
＊
(n)≤

n
2
-1,矛盾 ,故有 n=p

k
,且 p为大于 2的素数。

(iii)若 n不能表达为 n=2
k
的形式 ,则必有 n为奇数 ,此时有 Z(n)=Z

＊
(n)≤n-1,或

则 n为偶数且至少含有一个奇素因子 ,由引理 3.1可知此时有 Z(n)=Z
＊
(2n)≤

2n
2
-1 =n

-1。

定理 3.2　对任意的 n都有 Z(n)≠Z(n+1)。

证明　假设有 n使得 Z(n)=Z(n+1)=m, 则存在 k、k′使得 nk=(n+1)k′=

m(m+1)
2

,由于(n, n+1)=1,因此有 n+1  k, n k′,因此有 n+1≤ k, n≤ k′,故可得知

m(m+1)
2

≥n(n+1),故有 m>n+1,由定理 3.1可知则必有 n=2
t
, n+1 =2

t′
,故只可能

是 n=1,此时显然有 Z(1)≠Z(2)。

定理 3.3　x
2

∑
J

j=1

aj
log

j
x
+O

x
2

log
J+1
x
≤∑

n≤x
Z(n)≤

3
8
x
2
+O x

2

lnx
,其中 aj=

ζ(j+1)
2

。

证明　首先证明不等式右半部分:由定理 3.1可知 ,当 n=2
k
时 , Z(n)=2n-1,当 n=

p
k
时 , Z(n)=p

k
-1,当 n为含有奇素数因子的偶数时 , Z(n)≤n-1,当 n为含有 2个以上

的奇素数因子的奇数时有 Z(n)≤
(n-1)

2
, 因此可得:

∑
n≤x
Z(n)= ∑

k≤ x
2

Z(2k)+∑
k≤ x

2

Z(2k+1)+O(x)

≤ ∑
k≤ x

2

2k-1 +∑
k≤ x

2

k+∑
p≤x

p-1
2
+∑
k≤lnx

2
k
+O(x)

=3 ∑
k≤ x

2

k+∑
p≤x

p-1
2
+∑
k≤lnx

2
k
+O(x)

=
3

8
x
2
+O x

2

lnx
。

下面证明左半部分:因为 P(n) n 
Z(n)(Z(n)+1)

2
,故有 P(n) Z(n)(Z(n)+1),所
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以 Z(n)≥ P(n)-1, 因此可得:

　　∑
n≤x
Z(n)≥∑

n≤x
(P(n)-1)=∑

n≤x
P(n)+O(x)=x

2

∑
J

j=1

aj
log

j
x
+O x

2

log
J+1
x

最后一步参见 [ 1] 。
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