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摘 要:对于任意的正整数 n，我们用 S( n) 表示 Smarandache函数，即 S( n) = min{ m ∶ n | m! ，m∈ N} ，文章主要利用
初等方法和解析方法，研究 Smarandache函数 Λ( n) S( n) 、Λ2 ( n) S( n) 的混合均值性质，获得了两个较强的渐近公式．
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0 引言与结论

对于任意的正整数 n，著名的 Smarandache函数 S( n) 定义为: S( n) = min{ m ∶ n | m! ，m∈ N} ，例如:
S( 1) = 1，S( 2) = 2，S( 3) = 3，S( 4) = 4，S( 5) = 5，S( 6) = 6，S( 7) = 7，S( 8) = 4，S( 9) = 6，S( 10) =
5，L从 S( n) 的定义和性质，很容易推断，对于任意正整数 n，若它的标准素因数分解式是 n =
p1 α1p2 α2…pk

αk，则有

S( n) = max
1≤i≤k
{ S( pi

αi ) } ( 1)

关于 S( n) 的算术性质，有许多学者进行研究［2－5］，并得到了许多重要理论价值的成果，文［1］研究了
Smarandache函数的值分布性质，获得了下面更深刻的结果:
设 P( n) 表示 n最大素因数，对于任意整数 x ＞ 1，我们有渐近公式:

∑
n≤x
( S( n) － P( n) ) 2 =

2ζ( 32 ) x
3
2

3lnx + O( x
3
2

ln2x
)

这里 ζ( s) 是黎曼的Zeta函数。文献［3］研究了 Smarandache函数的均值性质，给出了 S( n) 及S( n)n 均

值的渐近公式

∑
n≤x

S( n) = π2x2
12lnx + O( x

3
2

ln2x
)

∑
n≤x

S( n)
n = π2x

6lnx + O( x
ln2x
)

在参考文献［2］中，Melvyn 给出了广义 Mangoldt 函数的定义，即 Λr ( n) = ( μ* L') ( n) =

∑
dk = n

μ( d) lnk ( n) ，其中 μ( d) 是 mo
． ．
bius函数，“表示 Ditich1et乘积 L( n) = lnn，r≥ 1，当 r = 1时，它即为一

般的 Mangoldt函数．
本文利用初等数学方法研究了 Smarandache函数 S( n) 、Mangoldt函数和广义Mangoldt函数的一些新

均值公式．即就是证明了下面的定理:
定理 1 设 k为任意给定的正整数，对任何 x ＞ 1 的实数，有渐近公式

∑
n≤x

Λ( n) S( n) = x2∑
k

i = 0

bi

lni x
+ O( x

lnkx
)
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其中 Λ( n) 是 Mangoldt函数，bi ( i = 0，1，2，3，…，k) 是可计算常数．
定理 2 对任何正整数 x≥ 2，有渐近公式

∑
n≤x

Λ2 ( n) S( n) = x2 lnx∑
k

i = 0

ci
lni x

+ O( x
lnkx
)

其中 Λ2 是 Mangoldt函数当 r = 2 的情形，ci ( i = 0，1，2，3，…，k) 是可计算常数．

1 两个引理

为了完成定理的证明，我们需要下面两个引理:

引理 1 对任一实数 x ＞ 1，Mangoldt函数的均值是:

∑
n≤x

Λ( n) = x + O x
1
2 ln2( )x

在参考文献［2］中，这一结果是在 Riemann猜想成立的前提下得到的，是一个和 Riemann猜想等价的
命题．
引理 2 对任一实数 x ＞ 1，广义 Mangoldlt函数 Λ2 ( n) 的均值是:

∑
n≤x

Λ2 ( n) = 2xlnx + O( x)

证明见参考文献［2］．

2 定理的证明

我们现在来完成定理的证明．首先证明定理 1．
从 S( n) 的定义和性质，很容易推断，对于任意正整数 n，若它的标准素因数分解式是 n = pαi1 pα22 …pαkk ，

则有

S( n) = max
1≤i≤k
{ S( pαii ) } ( 1)

特别地 S( pα ) = pα

由 Λ( n) 的定义可得:

∑
n≤x

Λ( n) S( n) = ∑
a≤lnx

ln2

∑
p≤x

1
a

Λ( pa ) S( pa ) = ∑
p≤x

plnp + ∑
2≤a≤lnx

ln2

∑
p≤x

1
a

pa lnp ( 2)

由引理 1 及 Abel求和公式以及素数分布定理( 参阅文献［6］中第三章定理 2) :

π( x) = ∑
p≤n

1 = ∑
k

i = 1

ai·x
lni x

+ O( x
lnk+1x
)

其中 ai ( i = 1，2，3，…，k) 为可计算的常数且 a1 = 1．并注意到 ζ( 2) = π2

6 可得

∑
p≤x

plnp = xlnxπ( x) － ∫
x

2
( lny + 1) π( y) dy

= xlnx· ∑
k

i = 1

ai·x
lni x

+ O( x
lnk+1x( )) = x2∑

k

i = 0

bi

lni x
+ O( x

ln2x
) ( 3)

其中 bi ( i = 0，1，2，3，…，k) 是可计算常数．
另一方面

∑
2≤a≤lnx

ln2

∑
p≤x

1
a

pa lnp≤ xlnx ( 4)

结合( 1) 、( 2) 及( 3) 可得

∑
n≤x

Λ( n) S( n) = x2∑
k

i = 0

bi

lni x
+ O( x

ln2x
)

其中 bi ( i = 0，1，2，3，…，k) 是可计算常数．
这就完成了定理 1 的证明．
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定理 2 的证明可以利用定理 1 的证明方法和引理 2 的结论证得．
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Abstract: For any positive integer n，let S( n) denotes the Smarandache function，that S( n) = min m: n | m! ，m∈{ }N ． In

this paper，we use the elementary methods to study the mean value properties of the composite function Λ( n) S( n) 、Λ2 ( n) S( n) ，
and give two sharper asymptotic formula for it．
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至此，我们完成了定理的全部证明．
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Abstract: For any positive integer n，the Smarandanche power function SP( n) is defined as the smallest positive integer m

such that n /mm，where m and n have the same prime divisors． The main purpose of this paper is using the elementary methods to
study the convergent properties of an infinite series involving the Smarandache power function SP( n) ，and give some interesting i-
dentities．
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