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Smarandache双阶乘函数性质的研究
杨倩丽 , 王　涛 , 李海龙

(渭南师范学院 数学系 , 陕西 渭南 714000)

摘要:研究 Smarandache双阶乘函数的一个特殊问题.依据初等数论和解析数论的有关知识 ,

利用复合函数的有关性质 ,提出了关于 Smarandache双阶乘函数的复合问题 s(s(n !)).采取了

归纳 、推测等方法 , 得出 s(n !)的相关性质和 s(s(n !))的计算公式及相关结论.
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在文献[ 1] 中 , 乐茂华教授在研究Smarandache双阶乘函数时 , 给出了Smarandache双阶乘函数 s(n)

的有关性质 , 解决了 Russo所提出关于 s(n)的几个不等式和差分|s(n+1)-s(n)|;在文献[ 2] 中 , Mark

和Patrick给出并解决了 s(n)的边界问题.本文在此基础上讨论 s(n !)的性质 , 并推测 s(s(n !))的有关性

质.

根据文献[ 1] Smarandache双阶乘函数 s(n)的定义 ,  n ∈ N+ , 存在一个最小正整数 m , 有 s(n)=

m , 满足 n|m !!, 其中 m !! =
2 ×4×…×m , 2|m ,

1 ×3×…×m , 2 m.

1　S(n !)的性质

定理 1　  n ∈ N+ , 有

s(n !)=

n ,

2(n-1),

2n ,

　

n =1 ,2;

n =2α, α>1;

其他.

(1)

证明 　设 m =s(n !), 显然 n =1 ,2时(1)式成立.

当 n =2α, α>1时 , n !和 m 都是偶数.因为(2(n-1))!! =2n-1(n-1)!, 有 n !|2n-1(n-1)!,则 m

≤2(n -1).如果 m ≤2(n -1), 设 r ∈ N+ , 则 m =2(n -1)-2r.又因为 m =s(n !), 则

(2(n-1)-2r)!!
n !

=2
n-r-1
(n-r)!

(n -r-1)n !
= 2

n-r-1

(n -r -1)(n -r+1)…(n -1)n

必为一个整数 ,但在 n或(n -1)中必有一大于 1的奇数.因此矛盾 ,故 m =2(n -1).

当 n >2且 n =2α,α>1时 , n !和 m都是偶数.因为(2n)!!=2nn !,有 n !|2nn !, 则 m ≤2n.如果

m <2n , 设 r ∈ N+ , 则 m =2n -2r.又因为 m =s(n !), 则

(2n-2r)!!
n !

=
2n-r(n-r)!

n !
=

2n-r

(n -r +1)…(n -1)n

DOI :10.13338/j .i ssn.1674 -649x.2006.04.027



必为一整数 , 但在 n或(n -1)中必有一大于 1的奇数.因此矛盾 ,故 m =2n.于是完成了定理 1的证明.

定理 2　方程 s(n !)=n !成立的充要条件是 n =1 , 2 ,3.

证明 　根据定理 1 , 显然n =1 ,2满足条件;当n =3时 , s(n !)=2n ,即 s(3 !)=6 =3 !, 满足条件;

当 n >3时 , 根据定理 1可知 s(n !)=2(n -1)≠n !, s(n !)=2n ≠n !.于是完成了定理 2的证明.

定理 3　不等式 n/s(n !)≤1/n+1 ,  n ∈ N+都成立.

证明 　由定理 1可知:当 n =1 ,2时 ,

n/s(n !)=n/n =1 <1/n +1; (2)

当 n =2
α
,α>1时

n/s(n !)=n/2(n -1)≤2/3 <1/n+1; (3)

当 n其他情况时

n/s(n !)=n/2n =1/2 <1/n +1. (4)

由(2),(3),(4)式可知定理 3成立.

定理 4　 ε>0 ,不存在正整数 n使得 s(n !)/n <ε成立.

证明 　取ε=1/2 , 根据定理 1可知:当 n =1 ,2时 ,

s(n !)/n =n/n =1 >ε; (5)

当 n =2α,α>1时 ,

s(n !)/n =2(n -1)/n =2 -(1/n)>ε; (6)

当 n其他情况时 ,

s(n !)/n =2n/n =2 >ε. (7)

由(5),(6),(7)式可知定理 4成立.

2　s(s(n !))的性质

根据定理 1可知 s(s(n !))=

s(n),

s(2n),

s(2n),

　

n =1 ,2;

n =2
α
, α>1;

其他.

根据文献[ 1] 可知 s(n)的性质 , 现在推测 s(2n)的性质.

定理 5　如果 2 n , 则

n =p
a
11 p

a
22 …pa

kk (8)

其中 p1 , p2 , …, pk 是不同的奇素数 ,a1 ,a2 , …, ak 是正整数 , 则有

s(2n)=2max(s(pa
11 ), s(pa

22 ), …, s(pa
kk )). (9)

证明 　根据文献[ 3] 中定理及推论 , 设m i =s(p
a
i
i )　(i =1 ,2 , … , k), 可知2 mi 　(i =1 ,2 , …, k),

p
a
i
i |mi !!　(i =1 ,2 , …, k).设 m =max(m1 ,m2 , …, mk),则有 mi !!|m !!　(i =1 , 2 , … , k),故

p
a
ii |m !!　(i =1 ,2 , …, k). (10)

因为 p1 , p2 , …, pk 是奇素数 , 所以

(pa
ii , pa

jj )=1　(i =1 ,2 , … , k). (11)

从(8),(10),(11)式可知n|m !!,即有2n|(2m)!!, 则 s(2n)≤2m;另一方面 , 根据 m的定义 , 如果

s(2n)<2m , 则存在素数幂 p
a
jj 　(1 ≤ j ≤k)使 2pa

jj |s(2n)!!.

从(8)式可知 2n|s(2n)!!, 故矛盾.所以根据 s(2n)≤2m可知 s(2n)=2m ,即(9)式成立.

定理 6　如果 2|n , 则 n =2
a
n1 ,其中 a ,n1 ∈ N+ ,且 2 n1 ,则有

s(2n)≤max(s(2
a
),4s(n1)). (12)

证明 　设m0 =s(2α),m1 =s(n1),有 2a|m0 !!, n1|m1 !!.因为(4m1)!!=4·6…(4m1)=4m
1 m1 !

·6 ·10…(4m1 -2)=4m1m1 !!(m -1)!!·6·10…(4m1 -2),所以 m1 !!|(4m1)!!, 有 n1|(4m1)!!.

设 m =max(m0 , 4m1),则m0 !!|m !!,(4m1)|m !!.又因为(2a , n1)=1 ,故可知2n|m !!, 所以 s(2n)

≤m ,即(12)式成立.

定理 7　设 p 是n 的最小素因子 , 则有
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s(2n)≥2p. (13)

证明 　设 m =s(2n), 根据文献[ 4] 中定理 4.13 , 如果 2|n , 则 p =2 , 即(13)式成立.如果 2 n ,

设 n =p
a
11 p

a
22 …pa

kk , 其中 p1 , p2 , …, pk 是不同的奇素数 , a1 , a2 , …,ak 是正整数 , 根据(9)式有

m =2max(s(pa
11 ), s(pa

22 ), … , s(pakk )). (14)

根据文献[ 4] 中定理4可知 p i|s(pa
ii )　(i =1 ,2 , … , k), 则2p i|s(2pa

ii )　(i =1 ,2 , … , k),即 s(2paii )

≥2pi 　(i =1 ,2 , … , k).

根据(14)式有 m ≥2min(p1 , p2 , …, pk)=2p.所以 , 当 p为最小素因子 , 有 s(2n)≥2p , 于是完成

了定理 7的证明.

定理 8　方程 s(2n)=2n (15)

成立的充要条件是(i)n =1;(ii)n =p ,p 是素数.

证明 　根据文献[ 1] 中定理 1.7 , 文献[ 4] 中定理 4.7可知:2n =2
a
n1 , 其中a ∈ N+ , n1为奇数且 n1

≥1 , 根据定理 6 , 如果(15)式成立 , 则

s(2n)=2an1 ≤max(s(2a), 4s(n1)). (16)

由(16)式可知 n =1或a =1时 , 定理 8成立.当 n =1 , 若(15)式成立 , 则 a =1 , 2.根据(16)式可

知 ,定理 8当 a =1时 , n =1成立 , 故(i)成立.

当 a =1时 ,2n1 =s(2n1)成立 , 显然 n1 是一个奇素数 , 否则  t ∈ N+ , t <n1 , 则 n1 |t !.

又因为(2t)!! =2 t
t !, 则 2n1|(2t)!!,由此可知

s(2n1)≤2t ≤2n. (17)

与 2n1 =s(2n1)矛盾.故 n1 为奇素数.

由(17)式可知 , 如果

s(2n1)<2n1 (18)

则 s(2n1)=2n1 -2r ,其中 r ∈ N+.但

(2n1 -2r)!!
2n1

=
2n1-r(n1 -r)!

2n1
=

2n1-r-1(n1 -r)!
n1

不是整数 , 所以(18)式是不可能成立的 ,所以 p必为奇素数.

当 a =2时 , 4n2 =s(4n2)成立的充要条件是 n2 =1 , 令n1 =2n2 , 则 n1 =2 , 故 2n
1
=s(2n1)成立.

所以 , 当 a =1时 , n1 为素数 ,根据(16)式可知 n为素数.于是完成了定理 8的证明.
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A question about Smarandache double factorial function

Y ANG Qian-l i , WANG Tao , LI Hai-long

(Depar tment o f Mathematics , Weinan Teachers College , Weinan , Shaanxi 714000 , China)

Abstract:A special problem of the Smarandache double facto rial function is researched.A ccording to the

relev ant know ledge of Elementary number theo ry and Analy tic number theo ry , it i s put fo rw ard that the

compound quest ion about the Smarandache double factorial funct ion is s(s(n !)).By using the me thod o f

induction , ext rapo lation and so on , the relevant properties about s(n !)and calculation fo rmula and rele-

vant impo rtant conclusions about s(s(n !))are draw n.
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