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Smarandache双阶乘对偶函数的恒等式
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摘 要: 探究了 Smarandache双阶乘对偶函数 S＊＊ ( n) 与 Mangoldt函数 Λ( n) 构成的级数∑
∞

n = 1

Λ( n) S＊＊ ( n)
ns 的收敛性．

利用初等方法讨论了该级数与 Riemann Zeta-函数之间的关系，得到了一个有趣的恒等式．
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1 引言及结论

对任意给定的正整数 n，著名的 Smarandache函数 S( n) 定义为最小的正整数 m，使得 n整除 m! ．即
S( n) = min{ m: m∈ N，n m! } ．

关于 S( n) 的性质，徐哲峰等人已在文献［1 ～ 3］中进行了研究． 2007年，苟素首先在文献［4］中给出了
Smarandache双阶乘对偶函数 S＊＊ ( n) 的定义．即当正整数 n为偶数时，S＊＊ ( n) 为最大的正整数 2m，使得
( 2m) ! ! 整除 n; 当正整数 n为奇数时，S＊＊ ( n) 为最大的正整数 2m － 1，使得( 2m － 1) ! ! 整除 n． 也就是

S＊＊ ( n) =
max{ 2m: ( 2m) ! ! n，m∈ + } ，n为偶数;

max{ 2m － 1: ( 2m － 1) ! ! n，m∈ + } ，n为奇数
{ ，

其中( 2m) ! ! = 2 × 4 × 6… × ( 2m) ，( 2m － 1) ! ! = 1 × 3 × 5… × ( 2m － 1) ．由定义可得 S*＊( 1) = 1，S*＊( 2) =
2，S*＊ ( 3) = 3，S*＊ ( 4) = 2，S*＊ ( 5) = 1，S*＊ ( 6) = 2，S*＊ ( 7) = 1…关于 Smarandache双阶乘对偶函数
S*＊ ( n) 的性质已有学者进行了初步的研究． 其中文献［5］利用 sinnx 的定积分与 n! ! 的关系研究了

S*＊ ( n) 的一次均值; 文献［6］利用 ln( n! ! ) 的渐近性质研究了 S*＊ ( n) 的二次均值，得到了∑
n≤x
( S*＊ ( n) ) 2

的渐近公式． 文献［7］探究了方程 S*＊ ( n) = n，( S*＊ ( n) ) 2 = n及 S*＊ ( n) = φ( n) ( φ( n) 为 Euler函数)
的可解性，并用初等方法给出了方程的所有正整数解．
本文的主要目的是利用初等方法研究 Smarandache双阶乘对偶函数 S*＊ ( n) 与Mangoldt函数Λ( n) 构

成的级数∑
∞

n = 1

Λ( n) S*＊ ( n)
ns 的收敛性，探究了该级数与Riemann Zeta-函数之间的关系，得到了一个重要的

恒等式，也就是证明了如下定理．

定理 对任意的复数 s，当 Re s ＞ 1 时，级数∑
∞

n = 1

Λ( n) S*＊ ( n)
ns 收敛，且有恒等式

∑
∞

n = 1

Λ( n) S*＊ ( n)
ns = － ζ'( s)

ζ( s)
+ ln2

2 s 1 + 2
22( )s 1 － 1

2( )s

－1

+ 2ln3
3 s 1 － 1

3( )s

－1

，

其中，ζ( s) 表示 Riemann Zeta-函数，ζ'( s) 表示 ζ( s) 对复数 s的导数．
推论 1 对任意的复数 s，当 Re s ＞ 1 时，必有

lim
s→1
( s － 1)∑

∞

n = 1

Λ( n) S*＊ ( n)
n( )s = 1．

当 s = 2，4，我们有恒等式:
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推论 2 ∑
∞

n = 1

Λ( n) S＊＊ ( n)
n2 = 6

π2∑
∞

n = 1

lnn
n2 + 3ln2

8 + ln3
4 ，

∑
∞

n = 1

Λ( n) S＊＊ ( n)
n4 = 90

π4∑
∞

n = 1

lnn
n4 + 43ln2

640 + ln3
40 ．

2 引理

为了完成定理的证明，我们需要下列引理．
引理 1 对任意的素数 p及任意的正整数 α，我们有恒等式:

( 1) 当 p = 2 时，S＊＊ ( pα ) =
2，α = 1，2;
4，α≥ 3{ ．

( 2) 当 p≥ 3 时，S＊＊ ( pα ) =
3，p = 3;
1，p ＞ 3{ ．

证明: ( 1) 由 S＊＊( n) 的定义知，当 α = 1，2时，必有 S＊＊( 2α) = 2．当 α≥3，因为2α = 23 × 2α－3 = ( 4) ! ! ×
2α－3，设 S＊＊ ( 2α ) = 2m，m∈ +，由 S*＊ ( n) 的最大值性可知 S*＊ ( 2α ) = 2m≥ 4．假设 S*＊ ( 2α ) = 2m ＞ 4，
则由定义知 S*＊( 2α) = 2m≥6，所以( 2m) ! ! = 2 × 4 × 6 ×… × ( 2m) 必有因子3，即3 ( 2m) ! !，又( 2m) ! ! 2α，
故 3 2α，此与( 3，2α ) = 1 矛盾．因此，当 α≥ 3 时，S*＊ ( 2α ) = 2m = 4．
( 2) 当 α≥ 1 时，设 S*＊ ( 3α ) = 2h － 1，h∈ + ．因为 3α = ( 3) ! ! × 3α－1，由 S*＊ ( n) 的最大值性可

知 S*＊( 3α) = 2h － 1≥3． 假设 S*＊( 3α) ＞ 3，则奇数2h － 1 = S*＊( 3α) ≥5，所以( 2h － 1) ! ! = 1 × 3 × 5… ×
( 2h － 1) 必有因子 5，即 5 ( 2h － 1) ! ! ，由定义知( 2h － 1) ! ! 3α，故 5 3α，此与( 5，3α ) = 1矛盾． 因此，
当 α≥ 1 时，S*＊ ( 3α ) = 3． 同理可证，当 α≥ 1，p ＞ 3 时，S*＊ ( pα ) = 1． 即引理 1 得证．
引理 2［8］ 对任意的复数 s，当 Re s ＞ 1 时，我们有恒等式:

ζ'( s)
ζ( s)

= －∑
p

lnp
ps － 1
，

其中，∑
p
表示对所有的素数 p求和．

我们不难发现: S*＊ ( 2 + 3) ≠ S*＊ ( 2) + S*＊ ( 3) ，S*＊ ( 2 × 3) ≠ S*＊ ( 2) S*＊ ( 3) ．因此 S*＊ ( n) 既不可加
也不可乘． 即当正整数 m，n互素时，S*＊ ( m + n) = S*＊ ( m) + S*＊ ( n) ，S*＊ ( mn) = S*＊ ( m) S*＊ ( n) 不一

定成立． 所以我们不能使用常用的 Euler求和法探究∑
∞

n = 1

Λ( n) S*＊ ( n)
ns 与 Riemann Zeta-函数之间的关系．

3 定理的证明

由 Mangoldt函数 Λ( n) 的定义知，对于任意的正整数 n，

Λ( n) =
ln p，n = pα，α≥ 1，p为素数;
0，其他{ ．

对任意的复数 s，当 Re s ＞ 1 时，由 S*＊ ( n) ＜ ＜ ln n可知级数∑
∞

n = 1

Λ( n) S*＊ ( n)
ns 收敛．

根据引理 1 我们可得

∑
∞

n = 1

Λ( n) S*＊ ( n)
ns = ∑

∞

α = 1
∑

p

Λ( pα ) S*＊ ( pα )
pαs

= ∑
∞

α = 1
∑

p

S*＊ ( pα ) lnp
pαs

=

∑
∞

α = 1

S*＊ ( 2α ) ln2
2αs +∑

∞

α = 1

S*＊ ( 3α ) ln3
3αs +∑

∞

α = 1
∑
p ＞ 3

S*＊ ( pα ) lnp
pαs

=

2
2 s + 2

22( )s ln2 +∑
∞

α = 3

4ln2
2αs +∑

∞

α = 1

3ln3
3αs +∑

∞

α = 1
∑
p ＞ 3

lnp
pαs

=

2ln2
2 s 1 + 1

2( )s + 4ln2
23s 1 － 1

2( )s

－1

+ 3ln3
3 s 1 － 1

3( )s

－1

+∑
p ＞ 3

lnp
ps 1 － 1

p( )s

－1

=

∑
p

lnp
ps 1 － 1

p( )s

－1

+ ln2
2 s 1 + 2

22( )s 1 － 1
2( )s

－1

+ 2ln3
3 s 1 － 1

3( )s

－1

．
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结合引理 2 可得

∑
∞

n = 1

Λ( n) S＊＊ ( n)
ns = － ζ' ( s)

ζ( s)
+ ln2

2 s 1 + 2
22( )s 1 － 1

2( )s

－1

+ 2ln3
3 s 1 － 1

3( )s

－1

．

即定理得证．
下面我们证明推论．首先，证明推论 1．
由文献［9］知，当复数 s≠ ρ，s≠－ 1 及 s≠－ 2n( n = 1，2，…) 时，

ζ'( s)
ζ( s)

= － 1
s － 1 － 1 + 1

2 lg3π +∑
ρ

1
s － ρ

+ 1( )ρ
+∑

∞

n = 1

1
s + 2n － 1

2( )n ，
其中右边的两个级数分别在任一不包含 ζ( s) 的非显然零点 ρ和显然零点 － 2n( n = 1，2，…) 的有限闭域
上一致收敛．
所以

lim
s→1
( s － 1) ζ'( s)

ζ( s( )) = － 1．

由定理可得: 对任意的复数 s，当 Re s ＞ 1 时，

lim
s→1
( s － 1)∑

∞

n = 1

Λ( n) S＊＊ ( n)
n( )s = － lim

s→
(1
( s － 1) ζ

' ( s)
ζ( s )) = 1．

即推论 1 得证．
最后证明推论 2．当 s = 2，4 时，由文献［10］知:

ζ( 2) = π
2

6 ，ζ( 4) =
π4

90，ζ'( 2) = －∑
∞

n = 1

lnn
n2 ，ζ

' ( 4) = －∑
∞

n = 1

lnn
n4 ．

所以

∑
∞

n = 1

Λ( n) S＊＊ ( n)
n2 = 6

π2∑
∞

n = 1

lnn
n2 + 3ln2

8 + ln3
4 ，∑

∞

n = 1

Λ( n) S＊＊ ( n)
n4 = 90

π4∑
∞

n = 1

lnn
n4 + 43ln2

640 + ln3
40 ．

即推论 2 得证．
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An identity of the Smarandache double factorial dual function

WANG Yang
( School of Mathematics and Statistics，Nanyang Normal University，Nanyang 473061，China)

Abstract: The convergent property of series ∑
∞

n = 1

Λ( n) S＊＊ ( n)
ns is studied， which combines with the

Smarandache double factorial dual function S＊＊ ( n) and Mangoldt function Λ( n) ． The relationship between
the series and the Riemann Zeta-function is discussed，an interesting identity is obtained by using
elementary methods．
Key words: Smarandache double factorial dual function; Riemann Zeta-function; series; identity
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