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可求积因数对问题

李毅君

西安石油大学理学院 , 决西 西安

摘 要 对任意正整数 , 设 城 表示 的 除数函数 , 即就是 的所

有不同正因数的个数 可求积因数对问题是 求所有正整数对 及

使得 城饥 武 武。 主要目的是利用初等方法以及除数函数的性质研
究这一问题 , 并给予彻底解决 具体地说也就是证明了正整数对 及 满足方程

。` 二 当且仅当 。, , , 尹、。, 或者 , 刀声 。、 ,其中尹及 叮
为不同的素数 , 为非负整数

关键词 可求积因数对 初等方法 除数函数 方程 正整数解

引言及结论

众所周知 , 著名的 七 七除数函数 武 定义为 的所有不同正因数的个数 即就

是算术函数 一艺 ·̀例如 `一 ,̀ 一 , 一 , 一 , 一 , 一 ,
。

, , , , , , , 二 , ,

·… … 这一函数在初等数论研究中占有十分重要的位置 ,它与许多著名的经典数论问题密
切相关 ,因而受到不少数论名家专家的重视和关注 ,并取得了很多具有重要理论意义的研究

成果 例如 的开创性工作 `利用分拆的技巧给出了渐近公式

艺 一 ` 一 二̀ ■ 一 ` 一` 而

其中守为 常数

产 利用三角和估计方法证明了估计式

艺 ,一 ` 一̀ “ `
劣

“
当然误差项 ■ 还有改进的余地 , 人们猜测 ■ 《 二专 ,̀其中 。是任意给定的整数

这一点也不难从 的文献 中理解 ,该文中作者研究了误差项 ■ 的积分均值问

题 ,证明了渐近式

■ 一 ,号十口 ' 罗̀

一 杀 护 川 , 、, ,` 二共甲 二石二万夕 一一了一 有夭函数 川 的迸一步性质 , 可参阅文献 】一 ,
了二 气 乞泛

刀 二二

叫 为
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另一方面 , 坤及 在文献 的第二章第五节的问题八

中引入了 耐 可求和因数对 的概念 即就是一对正整数 。及 且 二 ,

,它们满足方程 。 二武 同时他们提出了下面两个猜想

猜想 存在无穷多个正整数 。及 ,它们是 可求和因数对

猜想 对任意正整数二 ,是否存在正整数 。使得 爪 , 且 武 二武

最近 ,在一篇还没有正式发表的论文中 ,李玲利用著名的陈景润定理证明了下面的结论

存在无穷多个正整数 。及 且 , 三 使得方程 武二 二武 成立 ,其中

, 表示 和 的最大公约数

显然这一结论对猜想 做出了实质性进展 对于猜想 , 目前我们还没有看到任何研究

工作 ,因此说它仍然是一个公开问题 受文献 中的启发 ,本文中我们提出了一个类似的间

题 , 称为 可求积因数对问题 ,也就是求所有正整数对 。 及 使得它们满足方

程

二

关于这一问题 ,至今似乎没有人研究 ,至少我们没有在现有的文献中看到 本文利用初等

方法以及除数函数的性质研究这一问题 ,并给予彻底解决 具体地说也就是证明了下面的

定理 正整数对 , 满足方程 一武二哟 当且仅当 , “ ,的或

者 , 二 , “的 ,其中 及 为不同的素数 , 为非负整数 ,

定理的证明

这节我们利用初等方法以及 除数函数的性质给出定理的直接证明 首先由除

数函数 的定义知当 的标准分解式为 可 烤̀ , 护 … 才“时有计算公式 参阅文献

及 【」

…

现在对任意正整数对 及 ,如果它们满足方程 ,那我们分两种情况讨论

当 二 , 二 时 ,即就是二和 互素 ,此时由除数函数 武 的可乘性质知 武。 二

· 所以由方程 我们有

二 二 · 归

由 式立刻推出 。 以及 二 ·从而有 ·即就是 二 二

或者 武 二武 这说明 。 一 , ,其中 及 为不同的素数 也就是说所有满足

方程 且 二 , 二 的整数解为 。 及

当 , 时 , 此时设 , ,设 。是和 有相同素因数的 二 的最大

因数 二 , ·二 再设 是和 有相同素因数的 的最大因数 二 。 ·。 此时显然有

, 。 , 。 , , 于是当 。及 满足方程 时有

二 。 · 。 · 二 二 · · 。

首先我们证明 式中 诚其中 , 、及 含有相同的素因子 不可能含有大于一个素因子 否

则可设 。 可`罗烤 …成“, 一衅净雪穿…成“,其中 乞及庆为正整数, , , … ,
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现在结合前面讨论的两种情况 及 我们立刻推出正整数 及 满足方程 当

且仅当 , , “ ·的或者 。 , ' ,的 ,其中 及 为不同的素数 , 为任意非负

整数 于是完成了定理的证明
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