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一个包含 F.Smarandache函数的复合函数
刘　华 ,吕松涛

(商丘师范学院数学系 ,河南　商丘 476000)

摘要:对任意正整数 n,著名的 F.SmarandacheLCM函数 SL(n)定义为最小的正整数 k,使得 n [ 1, 2… , k] ,其

中 n [ 1, 2…, k]表示 1, 2, … , k的最小公倍数。而函数 Z(n)定义为最小的正整数 k, 使得 n≤
k(k+1)

2
,即 Z

(n)=min{k：n≤
k(k+1)

2
}, 主要目的是利用初等及解析方法研究复合函数 SL(Z(n))的均值性质 , 得到了

一个有趣的渐近公式。
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ACompositeFunctionInvolvingtheF.SmarandacheFunction
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Abstract:Foranypositiveintegern, thefamousF.SmarandacheLCMfunctionisSL(n)isdefinedas

thesmallestpositiveintegerksuchthatn [ 1, 2…, m] , wheren [ 1, 2…, k] denotetheleastcom-

monmultiliesof1, 2, …, k.AndthefunctionZ(n)isdefinedasthesmallestpositiveintegerksuch

thatn≤
k(k+1)

2
.Thatis, Z(n)=min{k：n≤

k(k+1)
2

}.Themainpurposeofthispaperisusing

theelementarymethodsandtheanalyticmethodstostudythemeanvaluepropertiesofthecomposite

functionSL(Z(n)), andgiveasharperasymptoticformulaforit.
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1　引言及结论

著名的 F.SmarandacheLCM函数 SL(n)是由

美籍罗马尼亚著名的数论专家 F.Smarandache教

授在文献 [ 1]中引入的 ,对于任意的正整数 n, SL

(n)定义为最小的正整数 k使得 n [ 1, 2, …, k] ,

其中 , n [ 1, 2, …, k]表示 1, 2, … , k的最小公倍

数 ,即 SL(n)=min{k：n [ 1 , 2, …, k] }, 例如 SL

(1)=1, SL(2)=2, SL(3)=3, SL(4)=4, SL(5)

=5, SL(6)=3, SL(7)=7, SL(8)=8, SL(9)=9,

SL(10)=5, …。而函数 Z(n)定义为最小的正整

数 k使得 n≤
k(k+1)

2
,即为 Z(n)=min{k：n≤

k(k+1)
2

}。它是由罗马尼亚著名的数论专家

JozsefSandor教授在文献 [ 2]中引入的。由 SL

(n)的定义容易推出如果 n=p
α
1

1 p
α
2

2 …p
α
r
r是 n的

标准分解式 , 那么
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SL(n)=max{p
α1
1 p

α2
2 …p

αr
r} (1)

通常称函数 SL(n)为 F.SmarandacheLCM函

数 , F.Smarandache教授在文献 [ 2]中提出它的定

义 , 并建议人们研究它的各种性质 , 而且许多学

者对这一提议非常感兴趣并通过研究取得了一系

列的成果。例如文献 [ 3]证明了如果 n是一个素

数 ,那么 SL(n)=S(n), 这里 S(n)是 F.Smran-

dache函数 ,即 S(n)=min{m：n m!, m∈ N},同

时文献 [ 3]中还提出了下面的问题

SL(n)=S(n), S(n)≠n? (2)

文献 [ 4]完全解决了这个问题 ,并证明了下

面的结论:任何满足式(2)的整数可表示为 n=12

或 n=p
α
1

1 p
α
2

2 …p
α
r
r ,其中 p1 , p2 , p3 , … , prp是不同的

素数且 α1 , α2 , α3 , … , αr是满足 p>p
α
i
i(i=1, 2,

…)的正整数 。

此外文献 [ 5]研究了 SL(n)的均值问题 ,证

明了对任意给定的正整数 k及任意实数 x>2有

渐近公式

∑
n≤x
SL(n)=

π
2

12
·
x
2

lnx
+∑

k

i=2

cix
2

ln
k
x
+O(

x
2

ln
k+1
x
),

其中 , ci(i=2, 3, …)为可计算的常数 。

文献 [ 6] 中还研究了 SL(n)-S(n)的均值

分布问题 ,证明了渐近公式

∑
n≤x
(SL(n)-S(n))

2
=

2

3
ζ(

2

3
)x

3
2 ∑
k

i=1

ci
ln
i
x

+O(x
3
2

ln
k+1
x
),

其中 , ζ(s)是 Riemannzeta-函数 ci(i=1, 2, …,

k)是可计算的常数。

本文的主要的目的是研究一个包含 F.

SmarandacheLCM函数 SL(n)与 Z(n)函数的复

合函数 SL(Z(n))的均值问题 ,并获得了一个较

强的渐近公式 ,具体说来是下面的证明。

定理:设 k≥ 2为给定的整数 ,则对任意实数

x>1,有渐近公式:

∑
n≤x
SL(Z(n))=

π
2

18
·
(2x)

3
2

ln 2x
+∑

k

i=2

bi(2x)
3
2

ln
i

2x

+O(
x
3
2

ln
k+1
x
),

其中 , bi(i=2, 3, …, k)为可计算的常数。特别地

当 k=1时有下面简单的。

推论:对任意实数 x>1,有渐近公式:

∑
n≤x
SL(Z(n))=

π
2

18
·
(2x)

3
2

ln 2x
+O(

x
3
2

ln
2
x
)。

2　定理的证明

这节用初等及解析方法直接给出定理的证

明 。事实上

∑
n≤x
SL(Z(n)) (3)

式 (3)中注意到如果 Z(n) = m, 那么当

m(m-1)
2

≤n≤
m(m+1)

2
时都有Z(n)=m。也

就是说方程 Z(n)=m有 m个解 n=
m(m-1)

2
+

1, m(m-1)
2

+2, …, m(m+1)
2

。由于 n≤x, 所以

由文献 [ 1] 知当 Z(n)=m, m满足 1 ≤ m≤

8x+1 -1
2

。于是注意到 SL(n)≤n有

∑
n≤x
SL(Z(n))= ∑

n≤x, Z(n)=m
SL(m)= ∑

m≤ 8x+1-1
2

mSL(m)+O(x)=∑
m≤ 2x

mSL(m)+O(x) (4)

现在将所有整数 1≤m≤ 2x分为 2个集合

A与 B,其中集合 A包含所有的正整数 m∈ [ 1,

2x] 满足:存在 1个素数 p使得 p m并且 p>

m;而集合 B包含区间 [ 1, 2x]中不属于集合 A

的那些正整数。于是利用式(1)有

∑
m≤ 2x

m·SL(m)=∑
m∈ A
m·SL(m)+∑

m∈ B
m·SL(m)

现在计算集合 A的情况:

∑
m∈A
m·SL(m)=∑

m∈A
p m, m<q

m·SL(m)=∑
mp≤ 2x
m<p

m·SL(m)

= ∑
mp≤ 2x, m<p

mp· p=∑
m≤ 4 2x

m· ∑
m<p≤ 2x

m

p
2

(5)

设 π(x)=∑
p≤x

1。于是利用 Abel求和公式

(参阅文献 [ 7] 中定理 4.2)、分部积分法以及素

数定理(参阅文献 [ 8] 第三章定理 2):

π(x)=∑
k

i=1

cix

ln
i
x
+O(

x
ln
k+1
x
)

其中 , ci(i=1, 2, … , k)为常数且 c1 =1。

有

∑
m<p≤ 2x

m

p
2
=
2x
m

2·π(
2x
m
)-m

2
· π(m)-∫

2x
m

m

2yπ(y)dy=
1
3
·
(2x)

3
2

m
3
ln 2x

+∑
k

i=2

ai·(2x)
3
2 ·ln

i
m

m
3
ln
i

2x

+O(
x
3
2

m
3
ln
k+1
x
) (6)
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其中 , ai为可计算的常数 。注意到∑
∞

n=1

1

m
2 =
π

2

6
,并

结合式(5)及式(6)可得:

∑
n∈ A
SL(Z(n))=

1

3
·
(2x)

3
2

ln 2x
∑
m≤ 4 2x

1

m
2 +

∑
m≤ 4 2x
∑
k

i=2

ai·(2x)
3
2 ·ln

i
m

m
2
· ln

i
2x

+ O( x
3
2

ln
k+1
x
) =

2x
m
π(

2x
m
)-m

2
π(m)-∫

2x
m

m
2yπ(y)dy=

π
2

18
·

(2x)
3
2

ln 2x
+∑

k

i=2

bi(2x)
3
2

ln
k

2x
+O(

x
3
2

ln
k+1
x
) (7)

其中 , bi为可计算的常数。

现在讨论集合 B中的情况 ,由式(1)及集合 B

的定义知对任意 m∈ B,当 m的标准分解式为 m

=p
α
1

1 p
α
2

2 …p
α
r
r时有

∑
m∈ B
m· SL(m) = ∑

m≤ 2x, SL(m)=p, p< 2x

m· p+

∑
m≤ 2x, SL(m)=pα, α>1

mp
α
 ∑

m≤ 2x, SL(m)=p, p≤ 2x

mp +

∑
2≤α≤ 1

2
ln(2x)
∑
p≤ 2x

∑
mpα≤ 2x

mp
2α
 ∑

m≤ 2x

m ∑
p≤min{m, 2x

m
}

p+

∑
2≤α≤

1
2
ln(2x)
∑
m≤ 2x

m ∑
p≤( 2x

m )
1
α

p
α
 x

5
4 +xln

3
(2x) 2x

5
4

 x
5
4
+ε
。 (8)

综合上述讨论可以得到

∑
n≤x
SL(Z(n))=π

2

18
· (2x)

3
2

ln 2x
+∑

k

i=2

c1(2x)
3
2

ln
i

2x

+O(
x
3
2

ln
k+1
x
),

即

∑
n≤x
SL(Z(n))=∑

m≤ 2x

m·SL(m)+O(x)=∑
m∈A

m·SL(m)+∑
m∈ B
m·SL(m)=

π
2

18
·
(2x)

3
2

ln 2x
+∑

k

i=2

bi(2x)
3
2

ln
i

2x
+O(

x
3
2

ln
k+1
x
) (9)

其中 , bi为可计算的常数。

结合以上各种情况就完成了定理的证明。
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