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一个包含 F.Smarandache对偶函数的方程
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摘要:目的　研究一类包含 F.Smarandache对偶函数方程的可解性。方法　初等方法 。结果　获

得了给定方程的所有正整数解。结论　证明方程 ∑
d n
S
＊
(d)=ω(n)Ψ(n)有且仅有 3种形式的

解 。
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1　引言及结论

对任意正整数 n,著名的 F.Smarandache对偶函

数 S
＊
(n)定义为最大的正整数 m使得 m!  n。即

S
＊
(n)=max{m:m! n, m∈ N}。

例如 S
＊
(n)的前 n个值为:S

＊
(3)=1, S

＊
(4)=2,

S
＊
(5)=1, S

＊
(6)=3, S

＊
(7)=1, S

＊
(8)=2,

S
＊
(9)=1, S

＊
(10)=2, S

＊
(11)=1, S

＊
(12)=3,

S
＊
(13)=1, S

＊
(14)=2, S

＊
(15)=1 , S

＊
(16)=

2, …。由 S
＊
(n)的定义容易推出当 n为奇数时 ,

S
＊
(n)=1,当 n为偶数时 , S

＊
(n)≥2。这个函数是

由罗马尼亚著名数论专家 J.Sandor在文献 [ 1]中首

次提出的 ,并研究了它的各种初等性质 ,获得了一系

列重要的结论。同时 J.Sandor在文献 [ 1] 中还提出

了下面的猜想:

S
＊
((2k-1)!(2k+1)!)=q-1。

其中 k是一个正整数 , q是跟随 2k+1的第一个素

数 。

MaohuaLe证明了这一猜想是正确的
[ 2]
。关于

这一函数以及有关内容也可以参阅文献 [ 3 -5] 。例

如 ShejiaoXue中证明了当 Re(s)>1时有恒等

式
[ 5]
:

∑
∞

n=1

S
＊
(n)
n
S =ζ(s)·∑

∞

n=1

1

(n!)
s

及

∑
∞

n=1

1

S
＊
(n)n

S =ζ(s)·

(1 -∑
∞

n=1

1

n(n+1)((n+1)!)
s)。

其中 ζ(S)=∑
∞

n=1

1

n
s是 RiemannZeta-函数。

注意到 ζ(2)=
π

2

6
, lim
s※1
(s-1)ζ(s)=1及∑

∞

n=1

1

n!

=e-1,由上式立刻推出

∑
∞

n=1

S
＊
(n)
n
2 =

π
2

6
·∑

∞

n=1

1

(n!)
2

及

lim
s※1
(s-1)·(∑

∞

n=1

S
＊
(n)
n
s )=e-1,

这里 e=2.718 281 828 459…是一个常数。

此外 ,文献 [ 5] 中还利用初等方法获得了较强

的渐近公式

∑
n≤x
S
＊
(n)=(e-1)x+O(

ln
2
x

(lnlnx)
2)。

本文的主要目的是利用初等方法研究一类包含

F.Smarandache对偶函数方程的可解性 , 并获得了

该方程的所有正整数解 。设 n的标准素因子分解式

为 n=p
α1
1 p

α2
2 …p

αk
k ,定义 ω(n)为 n的所有不同素因

子的个数 , 不包括素因子的重数 , 即 ω(n)=k。

Ψ(n)定义为 n的所有素因子个数和 。即 Ψ(n)=α1

+α2 +… +αk。具体考虑了如下的问题:是否存在正



整数 n满足方程

∑
d n
S
＊
(d)=ω(n)Ψ(n)。 (1)

那么 ,到底有多少 n满足式(1)?本文完全解决了这

一问题 ,即证明了下面的定理。

定 　理 　方程∑
d n
S
＊
(d)=ω(n)Ψ(n)有且

仅有以下 3种形式的解:

1)n=p
α
1p2或者 n=p1p

β
2 ,其中 2 <p1 <p2 , α

≥ 1 , β ≥ 1;

2)n=p
2
1p2p3或者 n=p1p

2
2p3或者 n=p1p2p

2
3;

3)n=p1p2p3p4。

其中 p1 <p2 <p3 <p4为奇素数 。

2　定理的证明

利用初等方法直接给出定理的证明。容易验证

当 n=1时 ,

∑
d n
S
＊
(d)=S

＊
(1)=1,

同时

ω(n)Ψ(n)=0。

等式(1)不成立 ,所以 n=1不是方程(1)的正

整数解 。

现在假定 n>1, 对式(1)分下面几种情况讨

论:

(i)当 n为奇数时 ,设 n=p
α1
1 p

α2
2 …p

αk
k ,此时显然

对任意 d n有 2!不整除 n,所以 S
＊
(d)=1。于是 ,

当 n>1且满足式(1)时有

∑
d n
S
＊
(d)=∑

d n
1 =d(n)=

(1+α1)(1 +α2)…(1 +αk),

同时

ω(n)Ψ(n)=k(α1 +α1 +… +αk)。

其中 d(n)表示 Dirichlet除数函数。

下面对 k的取值进行讨论:

(a)当 k=2时 ,

∑
d n
S
＊
(d)=(α1 +1)(α2 +1),

ω(n)Ψ(n)=2(α1 +α2)。

解方程(α1 +1)(α2 +1)=2(α1 +α2)得 , α1 =1或

者 α2 =1。所以 , n=p
α
1p2或者 n=p1p

β
2 ,其中 2 <p1

<p2 , α≥ 1, β ≥ 1。

(b)当 k=3时 ,满足方程(1)的等式为

(α1 +1)(α2 +1)(α3 +1)=3(α1 +α2 +α3)。

(2)

下面对式(2)中的每个 αi是否取 1进行讨论 ,

其中 1≤i≤ 3。

当式(2)中仅有一个 αi为 1时 ,不妨设 α1 =1,

则式(2)左边变为 2(α2 +1)(α3 +1)。同时 ,式(2)

右边变为 3(1 +α2 +α3)。容易证明式(2)左边总是

大于右边 ,所以方程(1)在此种情况下无解 。

当式(2)中仅有两个 αi为 1时 ,不妨设 α1 =1,

α2 =1,解等式(2)可得 α3 =2。所以 ,方程(1)在此

种情况下的解为 n=p
2
1p2p3或者 n=p1p

2
2p3或者 n=

p1p2p
2
3。

当 3个αi均为 1时 ,等式(2)不成立 。所以 ,方程

(1)在此种情况下无解 。

当 3个 αi均大于 1时 ,可以证明下面的不等式

成立 。

(α1 +1)(α2 +1)(α3 +1)>3(α1 +α2 +α3),

即

α1α2α3 +α1α2 +α2α3 +α1α3 +1 >2α1 +2α2 +

2α3。

用上述不等式的左边减右边可得

(α1α2α3 +α1α2 +α2α3 +α1α3 +1)-

2(α1 +α2 +α3)=α1α2α3 +α1(α2 -2)+

α2(α3 -2)+α3(α1 -2)+1≥

α1α2α3 +1 >0。

这就证明了式(2)左边总是大于右边 ,所以方程(1)

在此种情况下无解 。

(c)当 k=4时 ,满足方程(1)的等式为

(α1 +1)(α2 +1)(α3 +1)(α4 +1)=

4(α1 +α2 +α3 +α4)。 (3)

下对式(3)中的每个 αi是否取 1进行讨论 ,其

中 1≤i≤ 4。

当式(3)中的 4个 αi均为 1时 ,等式(3)成立。

所以方程(1)在此种情况下的解为 n=p1p2p3p4。

当式(3)中仅有 3个 αi为 1时 ,不妨设 α1 =1,

α2 =1, α3 =1且 α4 >1,等式(3)不成立。所以 ,方

程(1)在此种情况下无解。

当式(3)中仅有两个 αi为 1时 ,不妨设 α1 =1,

α2 =1,且 α3 >1, α4 >1,等式(3)不成立。所以 ,方

程(1)在此种情况下无解。

当式(3)中仅有一个 αi为 1时 ,不妨设 α1 =1,

且 α2 >1, α3 >1, α4 >1。

将 α1 =1代入式(3)得

2(α2 +1)(α3 +1)(α4 +1)=4(1 +α2 +α3 +

α4)。

将等式两边化简为

α2α3α4 +α2α3 +α2α4 +α3α4 =1+α2 +α3 +α4。

由于 α2 >1, α3 >1, α4 >1,容易看出上述等式
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的左边总是大于右边。所以式(3)左边总是大于右

边 。因此方程(1)在此种情况下无解 。

当式(3)中 4个 α1均大于 1时 ,由于当 α1 >1,

α2 >1时 , (α1 +1)(α2 +1)>2(α1 +α2)。

同理可知 ,当 α3 >1, α4 >1时 , (α3 +1)(α4 +

1)>2(α3 +α4)。所以

(α1 +1)(α2 +1)(α3 +1)(α4 +1)>

4(α1 +α2)(α3 +α4)=

4(α1α3 +α1α4 +α2α3 +α2α4)>

4(α1 +α2 +α3 +α4)。

因此 ,等式(3)左边总是大于右边 。所以方程(1)在

此种情况下无解 。

(d)当 k>4,且 1≤i≤k。可以证明方程(1)的

左边总是大于右边。即

(α1 +1)(α2 +1)+… +(αk+1)>k(α1 +…

+αk)。

所以方程(1)在此种情况下无解。

下面用数学归纳法证明。设 k=i时 ,不等式成

立 。即

(α1 +1)(α2 +1)+… +(αi+1)>i(α1 +…

+αi),

则当 k=i+1时

(α1 +1)(α2 +1)+… +(αi+1)(αi+1 +1)>

i(α1 +… +αi)(αi+1 +1)。

又因为

i(α1 +… +αi)(αi+1 +1)-(i+1)(α1 +… +

αi+αi+1)=

i(α1 +… +αi)(αi+1 +1)-i(α1 +… +αi)-

i(αi+1)-(α1 +… +αi)-αi+1 =

(iαi+1 -1)(α1 +… +αi)-(i+1)αi+1 >

(iαi+1 -1)(α1 +… +αi)-

(i+1)(iαi+1 -1)=

(iαi+1 -1)(α1 +… +αi-i-1)>0。

所以 ,当 k=i+1时 ,不等式亦成立 。

(ii)当 n为偶数时 ,设 n=2
α
m,且 m为奇数 ,设

m=pα11 p
α
2

2 …p
α
k
k。容易推出

∑
d n
S
＊
(d)=∑

d n/2
S
＊
(d)+∑

d n/2
S
＊
(2d)≥

∑
d n/2

1 +∑
d n/2

2 =3d(n/2)。

同时

ω(n)Ψ(n)=(k+1)(α+α1 +α1 +… +αk)。

下面可以证明

3d(n/2)=3α(α1 +1)(α2 +1)…(αk+1)>

(k+1)(α+α1 +… +αk)。 (4)

(a)当 k=2时 ,容易验证不等式(4)成立。

(b)当 k=3时 ,将不等式(4)两边展开比较 ,

可以验证不等式(4)成立。

(c)当 k>3时 ,也可以验证不等式(4)成立 ,

证明方法类似于在讨论 n为奇数时 , k>4的情形 ,

同样可用数学归纳法得到证明结果。

所以 ,在此种情况下方程也无解。

结合以上几种情况立刻完成定理的证明 。
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Abstract:Aim　TostudythesolutionsofanequationinvolvingtheSmarandachedualfunctionS
＊
(n).Methods　U-

singtheelementarymethods.Results　Allitspositiveintegersolutionswereobtained.Conclusion　Itisproved

thattheequationhasthreekindsofsolutions.
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