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一个包含 Smarandache函数的方程
路玉麟1 , 2

(1..西北大学 数学系 , 陕西 西安 710127;2.渭南师范学院 数学与信息科学系 , 陕西 渭南 714000)

摘要:应罗马尼亚数论专家 F .Smarandache 教授的要求 ,寻求一个包含 Smarandache 函数的方

程的整数解.利用初等方法 ,获得了这个方程的所有正整数解 ,发展了 F .Smarandache 教授在

《Only Problems ,N ot Solution》中涉及的相关研究工作.
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1　引言和结论

 n ∈ N+ ,著名的Smarandache函数S(n)定义为最小的正整数m使得n|m !,即就是S(n)=min{m:

m ∈ N ,n|m !};Smarandache 可乘函数 SM(n)定义为

SM(n)=max
1≤i≤k
{SM(pαii )}且 SM(pαii )=αip i 　(i =1 ,2 , …, k),

数论函数 Zw(n)定义为 Zw(n)=min{m:m ∈ N , n|mn}.

例如 ,Zw(1)=1 , Zw(2)=2 ,Zw(3)=3 ,Zw(4)=2 ,Zw(5)=5 , Zw(6)=6 , ….

关于 S(n)和 Zw(n)的算术性质 , 有不少学者进行过研究 ,获得了不少有重要理论价值的研究成

果[ 1-6] .例如文献[ 4] 研究了包含 Smarandache 函数方程 S(n)=φ(n)的可解性 ,并得到完全解决 ,其中

φ(n)为 Eule r函数.

令 P(n)表示 n的最大素因子 ,则易知 S(n)≥P(n);事实上 ,S(n), SM(n)和 P(n)之间有着非常密

切的关系.文献[ 5] 得出以下事实:

(1)　如果 P(n)> n ,则 S(n)=SM(n)=P(n);

(2)　如果 n =mp1 P(n)且 n
1/3 <p1 <P(n)≤ n ,则 S(n)=SM(n)=P(n);

(3)　如果 n =mP
2(n)且 n

1/ 3 <P(n)≤ n ,则 S(n)=SM(n)=2P(n).

对于 Smarandache函数 S(n)和Zw(n),不难发现:当n为素数p 时 ,有恒等式 S(p)=p和Zw(p)=

p.于是很自然地想到 ,对于哪些自然数n ,会有方程S(n)=Zw(n)成立 ?文献[ 7] 建议研究这一问题.本文

最初试图研究这一问题 ,但是发现 ,尽管方程 S(n)=Zw(n)有无穷多个不同形式的解.然而要想彻底解

决这一问题还是比较困难的 ,于是先考虑研究方程 SM(n)=Zw(n)的所有正整数解.并利用初等方法研

究这一问题 ,得到了方程 SM(n)=Zw(n)的所有正整数解 ,即就是定理 1.

定理 1　设任意正整数 n的标准分解式为n =p
α
11 p
α
22 …pαkk 　(2 ≤p1 <p2 <… <pk ≤n),则方程

SM(n)=Zw(n)成立当且仅当 n取值为集合 A(n)=A1 ∩ A2 ,其中 A1 ={p:p为素数},

A2 ={n:n =pp
α
11 …pαv-1v-1 p

α
vv p
α
v+1v+1 …pαkk ,且 2 ≤p1 <p2 <… <pk ≤n , n ∈ N},
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其中 　αv = d
p v
, d =∏

k

i =1
p i ,p

α
v
v =max{p

α
1
1 ,p

α
2
2 , …, p

α
k
k }, v ∈ {1 ,2 , … , k}.

2　定理的证明

记 n =p
α
11 p
α
22 …p

α
kk 　(2 ≤p1 <p2 <… <pk ≤n)表示 n的标准素因素分解式.从Zw(n)的定义和

性质
[ 8]
,很容易得到

Zw(n)=Zw(pα11 p
α
22 …pαkk )=Zw(pα11 )·Zw(pα22 )…Zw(pαk-1k-1)·Zw(pαkk )=p1 p2 …pk .

用集合 A =A(n)表示所有满足方程 SM(n)=Zw(n)的正整数 n的集合.从函数 SM(n)和Zw(n)

的定义和性质容易看出

(1)　若 n为素数时 ,所有素数集合 A1 ={p:p 为素数}是满足方程 SM(n)=Zw(n)解集的子集.

(2)　若 n为复合数 ,记 d =p1 p2 …pk ,

①如果α1 =α2 = … =αk =1即 n =p1p2 …pk =d ,则有

SM(n)=max
1≤i≤k
{S(pαii )}=max

1≤i≤k
{S(p i)}=pk ,

从而 SM(n)≠Zw(n),所以 n =p1 p2 …pk 　(k ≥1)不可能是方程 SM(n)=Zw(n)的解.

②如果αm ≠1 , m ∈ {1 ,2 , …, k},即 n =p
α
11 p
α
22 …pαkk 　(2 ≤p1 <p2 <… <pk ≤n),则

SM(n)=max
1≤i≤k
{S(pαii )}=max(pα11 , pα22 , … , pαkk )=αvp v ,

而 Zw(n)=p1 p2 …pk ,所以 SM(n)=Zw(n)当且仅当 αvp v =p1p2 …pk ,即 αv =d/pv .

此时有 n =p
α
1
1 p

α
2
2 …p

α
v-1
v-1 p

d/p
v

v p
α
v+1
v+1 …p

α
k
k 是方程SM(n)=Zw(n)的解.于是完成了定理 1的证明.

对于方程 S(n)=Zw(n).显然当 n = p1 p2 …pk-1 p
α
k
k ,αk =p1 p2 …pk-1 且 pk >αk 时 ,n 是S(n)=

Zw(n)的解.但是对于一般情况 ,很难获得它的全部正整数解.这一问题有待于进一步研究 .
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An equation involving the Smarandache multiplicative function
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Abstract:The posi tive intege r solut ions o f an equation involving the Smarandache function w ere found

wi th the requirement o f Romanian number theo ry expert F.Smarandache r pro fessor.To use the elemen-

tary method , all posit ive integer of so lutions in this equation w ere obtained.The problem propo sed by

pro fessor F.Smarandache in his book 《Only problems ,No t so lut ion》 are developed.
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