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一个包含 Smarandache函数的混合均值
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摘 要:对任意 n∈N +，著名的 F. Smarandache LCM函数 SL( n) 定义为最小的正整数 k使得 n |［1，

2，…，k］，即 SL( n) = min{ k: n |［1，2，…，k］}。本文利用初等和解析的方法研究了 Smarandache
LCM函数 SL( n) 和除数函数 σ( n) 的混合均值，并给出了一个较强的渐近公式。
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对任意 n∈N +，Smarandache LCM函数 SL( n) 定
义为最小的正整数 k，使得

n |［1，2，…，k］。
其中［1，2，…，k］表示( 1，2，…，k) 的最小公倍

数。即就是
SL( n) = min{ k: n |［1，2，…，k］。
例如:

SL( 1) = 1，SL( 2) = 2，SL ( 3 ) = 3，SL ( 4 ) = 4，SL
( 5) = 5，SL ( 6 ) = 3，SL ( 7 ) = 7，SL ( 8 ) = 8，…，SL
( 997) = 997，SL ( 998 ) = 499，SL ( 999 ) = 37，SL
( 1000) = 15，…。
对于任意正整数 n ＞ 1，设 n = pα11 pα22 …pαki 是 n 的

标准分解式，由 SL( n) 的定义易推出
SL( n) = max

1≤i≤k
{ pαii } ( 1)

特别地，SL( pα ) = pα。
关于 SL( n) 的性质，有许多学者进行了研究，获

得了一系列较好的结果。例如，在文［2］中研究了对
于任意的素数 p，有 SL( p) = S( p) = p，这里的 S ( n)
是 F. Smarandache 函数，即就是 S ( n ) = min { m: n |
m! ，m∈N + }。在文［3］中还研究了 SL( n) 的均值性
质，给出了该函数均值的一个较强的渐近公式
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在文［4］中研究了当 n = 12 或者 SL( n) = pα11 pα22
…pαkk p时有 SL( n) = S( n) ，S( n) ≠n，其中 p1，p2，…，
pk，p表示不同的素数，α1，α2，…，αk 是满足 p ＞ pαii ，i
= 1，2，…，k的正整数。
此外，陈建斌在文［5］中利用初等的方法研究了

SL( n) 的均值分布性质，得到了下面一个重要的结果。
设 P( n) 表示 n 的最大素因子，则当 x ＞ 1，x ＞ R

时，有渐近公式
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其中 ζ( s) 表示 Riemann Zeta函数。
沈虹在文［6］用 p ( n) 去逼近函数 V( n) 得到一

个渐近公式
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其中 n = pα11 pα22 …pαkk ，则 V( n) = min
1≤i≤k
{ α1p1，α2p2，

…，αkpk} ，p( n) 为最小素因子函数 ci ( i = 2，3，…，k)
为可计算的常数。
本文主要是利用初等和解析的方法，并结合素数

函数 π( x) 和 Riemann Zeta －函数 ζ( s) 的解析性质，
研究了一个包含 Smarandache 函数和 Dirichlet 除数
函数 σ( n) 的混合均值问题，并给出了一个较强的渐
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近公式，即就是

定理 1 设 k≥2 为给定的正整数，则对任意实
数 x ＞ 1，x∈R有渐近公式
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其中 σ( n) 为 Dirichlet除数函数，即 n的所有正

因子个数 σ( n) =
d | n
1，ci ( i = 2，3，…，k) 为可计算的

常数。

1 两个简单的引理

为了完成定理的证明，我们需要下面两个简单

的引理:

引理 1 设 x ＞ 1 是实数，则有

π( x) =
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k
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证明 参阅文［7］定理 3. 2。
引理 2 对任一数论函数 a( n) ，令 A( x) = 

n≤x
a

( n) ，其中，当 x ＜ 1 时，A( x) = 0，假设 f 在区间［y，
x］有连续导函数，其中 0 ＜ y ＜ x，则有


y ＜ n≤x

a( n) f( n)

= A( x) f( x) － A( y) f( y) － xy A( t) f'( t) dt。
证明: 见参考文献［8］。
如果我们熟悉 Riemann － Stieltjes 积分就可以

得到引理的更简单的证明。因为 A( x) 是一个阶梯
函数，而函数 f( n) 在每一个整数 n 上跳跃，所以引
理 2 的和能表示为 Riemann － Stieltjes积分


y ＜ x≤x

a( n) f( n) = xy f( t) dA( t) 。

由分部积分得


y ＜ n≤x

a( n) f( n)

= A( x) f( x) － A( y) f( y) － xyA( t) df( t)

= A( x) f( x) － A( y) f( y) － xyA( t) f '( t) dt。

2 定理的证明

在这部分，我们用初等及解析的方法直接给出

定理的证明，事实上在和式


n≤x

SL( n) σ( n) ( 2)

中，将区间［1，x］的正整数集分为两个集合 A 和 B，
其中集合 A包含所有那些满足素数 p 使得 p | n 且 p

＞槡n的正整数; 而集合 B 包含所有那些在区间［1，
x］中不属于集合 A的正整数。
除数函数 σ( n) 是可乘函数，结合( 1) 式及集合

A的定义有
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再利用引理 1 ( 素数定理) 和引理 2 ( Abel 恒等
式) 得
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其中 ai 为可计算常数。
注意到
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结合引理 1 和引理 2 可得
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其中 bi 为可计算常数。
现在讨论集合 B 中的情况，由( 1 ) 式及集合 B

的定义知对任意的 n∈B，当 n 的标准分解为 n =

pα11 pα21 …pαkk 时，有两种情况 SL( n) = pk≤槡n或
SL( n) = max

1≤i≤k
{ pαii } = pαii ，α≥2。

因此我们分析有


n≤B

SL( n) σ( n) ≤
np≤x

d( n) 槡np +


npα≤x
α≥2

( a + 1) d( n) pα

≤
n∈B

σ( n) ·槡n·1nn

≤x3 /21n2x。 ( 4)
其中用到渐近公式


n≤x

σ( n) = x·1nx + O( x) 。

由集合 A 及 B 的定义结合式( 2 ) ，( 3 ) 及( 4 )
式，我们有


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
n∈B

SL( n) σ( n)
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其中 bi ( i = 2，3，…，k) 为可计算常数，于是完成
了定理的证明。
参考文献:

［1］F． Smarandache ． Only Problems，Not Solutions［M］． Chi-
cago: Xiquan Publishing House，1993．
［2］Murthy A． Some notions on least common multiples［J］ ．

Smarandache Notions Journal，2001，12: 307 － 309．
［3］Lü Zhongtian ． On the F． Smarandache LCM function and its

mean value． Scientia Magna，2007; 3( 1) : 22 － 25．
［4］Le Maohua． An equation concerning the Smarandache LCM

function． Smarandache Notions Journal，2004，14: 186 － 188．
［5］Chen jianbin． Value distribution of the F． Smarandache LCM

function． Scientia Magna，2007; 3( 2) : 15 － 18．
［6］沈虹．一个新的数论函数及其它的均值分布［J］．纯粹数
学与应用数学，2007，23( 2) : 235 － 238．
［7］潘承洞，潘成彪．素数定理的证明［M］ ．上海: 上海科学
技术出版社，1988．
［8］Tom M Apostol． Introduction to Analytic Number Theory
［M］ ． New York: Springer － Verlag，1976．

［责任编辑 贺小林］
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Abstract: For any positive integer n，the famous F． Smarandache LCM function SL ( n) is defined as the smallest
positive integer k such that n |［1，2，…，k］． That is，SL( n) = min{ k: n |［1，2，…，k］} ． The elementary and analyti-
cal methods are used to study the hybrid mean value formula involing Smarandache function and the Dirichlet divi-
sor function，and a sharp asymptotic formula is given for it．
Key words: Smarandache function; dirichlet divisor function; hybrid mean value;
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