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一个包含Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ对偶函数的方程的正整数解
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摘　要　利用初等数论及组合方法讨论了一个包含Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ对偶函数及素因子函数方程

∑
ｄ／ｎ

１
珚Ｓ（ｄ）＝４Ω

（ｎ）的正整数解，证明了该方程所有偶数解的形式可表示为ｎ＝２ｉ３ｊ或ｎ＝２ｋｐｌ，其

中ｐ≥５为奇素数；所有奇数解为ｎ＝ｐ４ｑ１１、ｎ＝ｐ５ｑ７、ｎ＝ｐ７ｑ５、ｎ＝ｐ１１ｑ４，其中ｐ、ｑ为奇素数。
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１　预备知识

Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｓ（ｎ）是重要的数论函数之
一，对于这一函数很多学者已经做了研究和探索，并
取得了一系列重要的结果，对数论发展有重大意义。
后来人们根据Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数定义了Ｓｍａｒａｎ－
ｄａｃｈｅ对偶函数珚Ｓ（ｎ）。以下将介绍一个包含Ｓｍａ－
ｒａｎｄａｃｈｅ对偶函数的方程的可解性。首先我们来
看以下定义。
定义１　 对于任意正整数ｎ，Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数

Ｓ（ｎ）定义为最小的正整数ｍ使得ｎ　ｍ！，即
Ｓ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ：ｍ∈Ｎ，ｎ　ｍ！｝。

Ｓ（ｎ）的一些值为Ｓ（１）＝１，Ｓ（２）＝２，Ｓ（３）＝
３，…，特别当ｎ的标准分解式为ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｒｒ 时，
不难证明Ｓ（ｎ）＝ ｍａｘ

１≤ｉ≤ｒ
｛Ｓ（ｐｉαｉ）｝。

定义２　 对于任意正整数ｎ，Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ对偶
函数珚Ｓ（ｎ）定义为最大的正整数ｍ使得ｍ！ｎ，即

珚Ｓ（ｎ）＝ｍａｘ｛ｍ∶ｍ∈Ｎ，ｍ！ｎ｝。
关于Ｓ（ｎ）和珚Ｓ（ｎ）的算术性质，已有不少的研

究结果［１－８］，近年来学者们将包含这两类函数与其
他函数的方程进行了研究。薛西锋［９］研究了珚Ｓ（ｎ）的

函数方程∑
ｄ／ｎ

珚Ｓ（ｄ）＝ｎ的可解性，并获得了该方程

的所有正整数解，其解为１和１２。现设Ω（ｎ）表示正
整数ｎ的所有素因子的个数（按重数计算），即若

ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｒｒ 为正整数ｎ 的标准分解式，则

Ω（ｎ）＝α１＋α２＋…＋αｒ。以下主要研究函数方程

∑
ｄ／ｎ

１
珚Ｓ（ｄ）＝４Ω

（ｎ）　　 （１）

的可解性，并获得了式（１）的所有正整数解的具体
表示形式。

定理１　 式（１）的所有偶数解为ｎ＝２１２３２４６、

ｎ＝２１４３７２、ｎ＝２２１３３０、ｎ＝２５０３１８、ｎ＝２１６６３１５、ｎ＝
２７　ｐ４７、ｎ＝２８　ｐ２７、ｎ＝２１０　ｐ１７、ｎ＝２１１　ｐ１５、ｎ＝２１４　ｐ１２、

ｎ＝２１６　ｐ１１、ｎ＝２２６　ｐ９、ｎ＝２４６　ｐ８，其中ｐ≥５为奇素
数，所有奇数解为ｎ＝ｐ４ｑ１１、ｎ＝ｐ５ｑ７、ｎ＝ｐ７ｑ５、

ｎ＝ｐ１１ｑ４，其中ｐ、ｑ为奇素数。

２　 定理的证明

显然，由珚Ｓ（ｎ）和Ω（ｎ）的定义知，ｎ＝１不是方
程（１）的解，故可设ｎ＞１。

（１）若ｎ为偶数，可分以下几种情形讨论：

① 若ｎ＝２α（α≥１）满足式（１），易得

４Ω（ｎ）＝４α，∑
ｄ／２α

１
珚Ｓ（ｄ）＝１＋∑

α

ｉ＝１

１
珚Ｓ（２ｉ）＝１＋

α
２
，
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则有１＋α２＝４α
，可得α＝２７＜１

，矛盾，故形如ｎ＝

２α（α≥１）不是式（１）的解。

②若ｎ＝２×３α（α≥１）满足式（１），易得４Ω（ｎ）＝
４（１＋α），

∑
ｄ／２×３α

１
珚Ｓ（ｄ）＝１＋

１
２＋∑

α

ｉ＝１

１
珚Ｓ（３ｉ）＋∑

α

ｉ＝１

１
珚Ｓ（２×３ｉ）＝

１＋１２＋α＋
α
２ ＝

３
２＋

４α
３
，

则有

３
２＋

４α
３ ＝４

（１＋α），

可得

α＝－１５１６＜１
，

矛盾，故形如ｎ＝２×３α（α≥１）不是式（１）的解。

③ 若ｎ＝２α３β（α≥２，β≥１）满足式（１），易得

４Ω（ｎ）＝４（α＋β），

　　　∑
ｄ／２α３β

１
珚Ｓ（ｄ）＝１＋∑

α

ｉ＝１

１
珚Ｓ（２ｉ）＋∑

β

ｉ＝１

１
珚Ｓ（３ｉ）＋∑

β

ｉ＝１

１
珚Ｓ（２×３ｉ）＋∑

β

ｉ＝１

１
珚Ｓ（２２３ｉ）＋∑

α

ｉ＝３
∑
β

ｊ＝１

１
珚Ｓ（２ｉ３ｊ）＝

１＋α２＋β＋
β
３＋

β
３＋

（α－２）β
４ ＝１＋α２＋

５β
３＋

（α－２）β
４

，

则有

１＋α２＋
５β
３＋

（α－２）β
４ ＝４（α＋β），

即有

１２＋αβ＝４２α＋３４β，

且β＝１４＋
４６４
３α－３４

。α１ ＝１２，β１ ＝２４６；α２ ＝１４，

β２ ＝７２；α３ ＝２１，β３＝３０；α４＝５０，β４＝１８；α５＝１６６，

β５ ＝１５。故此时式（１）有解，当且仅当ｎ＝２
１２３２４６；

ｎ＝２１４３７２；ｎ＝２２１３３０；ｎ＝２５０３１８；ｎ＝２１６６３１５。

④若ｎ＝２α３βｐγ（α≥１，β≥１，γ≥１），ｐ≥５为
奇素数，满足式（１），易得４Ω（ｎ）＝４（α＋β＋γ），
且有

∑
ｄ／２α３βｐγ

１
珚Ｓ（ｄ）＝１＋∑

α

ｉ＝１

１
珚Ｓ（２ｉ）＋∑

β

ｉ＝１

１
珚Ｓ（３ｉ）＋∑

γ

ｉ＝１

１
珚Ｓ（ｐｉ）

＋∑
２

ｉ＝１
∑
β

ｊ＝１

１
珚Ｓ（２ｉ３ｊ）＋∑

α

ｉ＝３
∑
β

ｊ＝１

１
珚Ｓ（２ｉ３ｊ）＋

∑
α

ｉ＝１
∑
γ

ｊ＝１

１
珚Ｓ（２ｉｐｊ）

＋∑
β

ｉ＝１
∑
γ

ｊ＝１

１
珚Ｓ（３ｉｐｊ）

＋∑
β

ｉ＝１
∑
γ

ｊ＝１

１
珚Ｓ（２×３ｉｐｊ）

＋∑
β

ｉ＝１
∑
γ

ｊ＝１

１
珚Ｓ（２２３ｉｐｊ）

＋

∑
β

ｉ＝１
∑
γ

ｊ＝１

１
珚Ｓ（２３３ｉｐｊ）

＋∑
γ

ｉ＝１

１
珚Ｓ（２４×３×ｐｉ）

＋∑
α

ｉ＝４
∑
β

ｉ＝２
∑
γ

ｋ＝１

１
珚Ｓ（２ｉ３ｊｐｋ）

＝

１＋α２＋β＋γ＋
２β
３＋

（α－２）β
４ ＋αγ２＋βγ＋

βγ
３＋

βγ
３＋

βγ
５＋

γ
５＋

（α－３）（β－１）γ
６

，ｐ＝５

１＋α２＋β＋γ＋
２β
３＋

（α－２）β
４ ＋αγ２＋βγ＋

βγ
３＋

βγ
３＋

βγ
４＋

γ
４＋

（α－３）（β－１）γ
４

，ｐ＞
烅

烄

烆
５
（２）

化简式（２）可得：

当ｐ＝５时，

　［３０α＋１１２β＋１０（α－３）（β－１）－１６８］γ＝
２１０α＋１７０β－１５αβ－６０， （３）

当ｐ＞５时，

　［６α＋２３β＋３（α－３）（β－１）－３３］γ＝
４２α＋３４β－３αβ－１２。 （４）

当α≥１，β≥１，γ≥１时，式（３）、式（４）两个不
定方程均无正整数解。故形如ｎ＝２α３βｐγ不是式（１）

的解。

同理可证ｎ＝２α３βｐ３α３ｐ４α４…ｐｒαｒ（α≥１，β≥１，

αｉ≥１，ｉ＝３，…，ｒ，ｒ≥４），ｐｉ≥５为奇素数，均不是
式（１）的解。

⑤ 若ｎ＝２αｐβ（α≥１，β≥１），ｐ≥５为奇素数，

满足式（１），易得４Ω（ｎ）＝４（α＋β），而

∑
ｄ／２αｐβ

１
珚Ｓ（ｄ）＝１＋∑

α

ｉ＝１

１
珚Ｓ（２ｉ）＋∑

β

ｉ＝１

１
珚Ｓ（ｐｉ）

＋

∑
α

ｉ＝１
∑
β

ｊ＝１

１
珚Ｓ（２ｉｐｊ）

＝１＋α２＋β＋
αβ
２
， （５）

则有

１＋α２＋β＋
αβ
２ ＝４

（α＋β），　　 （６）

化简式（６）得

β＝７＋
４０
α－６

，　　 （７）

可解得这个方程有以下８组解：α１ ＝７，β１ ＝４７；

α２ ＝８，β２＝２７；α３＝１０，β３＝１７；α４＝１１，β４＝１５；

α５＝１４，β５＝１２；α６＝１６，β６＝１１；α７＝２６，β７＝９；

α８ ＝４６，β８ ＝８。故此时式（１）有解当且仅当ｎ＝
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２７　ｐ４７；ｎ＝２８　ｐ２７；ｎ ＝２１０ ×ｐ１７；ｎ ＝２１１　ｐ１５；ｎ ＝
２１４　ｐ１２；ｎ＝２１６　ｐ１１；ｎ＝２２６　ｐ９；ｎ＝２４６　ｐ８，其中ｐ≥５
为奇素数。

⑥ 若ｎ＝２αｐ１βｐ２γ（α≥１，β≥１，γ≥１），ｐｉ≥
５（ｉ＝１，２）为奇素数，满足式（１），易得４Ω（ｎ）＝
４（α＋β＋γ），且有

　　 ∑
ｄ／２αｐ１

βｐ２
γ

１
珚Ｓ（ｄ）＝１＋∑

α

ｉ＝１

１
珚Ｓ（２ｉ）＋∑

β

ｉ＝１

１
珚Ｓ（ｐ１ｉ）

＋∑
γ

ｉ＝１

１
珚Ｓ（ｐ２ｉ）

＋∑
２

ｉ＝１
∑
β

ｊ＝１

１
珚Ｓ（２ｉ３ｊ）＋∑

α

ｉ＝１
∑
β

ｊ＝１

１
珚Ｓ（２ｉｐ１ｊ）

＋

∑
α

ｉ＝１
∑
γ

ｊ＝１

１
珚Ｓ（２ｉｐ２ｊ）

＋∑
β

ｉ＝１
∑
γ

ｊ＝１

１
珚Ｓ（ｐ１ｉｐ２ｊ）

＋∑
α

ｉ＝１
∑
β

ｉ＝１
∑
γ

ｋ＝１

１
珚Ｓ（２ｉｐ１ｊｐ２ｋ）

＝

１＋α２＋β＋γ＋
αβ
２＋

αγ
２＋βγ＋

αβγ
２
，

即得

１＋α２＋β＋γ＋
αβ
２＋

αγ
２＋βγ＋

αβγ
２ ＝４（α＋β＋γ），

解得这个不定方程式（１）无正整数解，故形如ｎ＝
２αｐ１βｐ２γ 不是式（１）的解。

又易计 算 得 当 ｎ ＝ ２×５×７×１１ 时，

∑
ｄ／２×５×７×１１

１
珔Ｓ（ｄ）＝１２

，而４Ω（ｎ）＝１６，此时式（１）无解。

同理可证ｎ＝２αｐ１α１ｐ２α２…ｐｒαｒ（α≥１，αｉ ≥１，

ｉ＝１，…，ｒ，ｒ≥３），ｐｉ≥５为奇素数，不是式（１）的解。
（２）若ｎ为奇数，可分以下几种情况讨论：

①若ｎ＝ｐα（α≥１），ｐ为奇素数，满足式（１），即
得４Ω（ｎ）＝４α，且有

∑
ｄ／ｐα

１
珚Ｓ（ｄ）＝１＋∑

α

ｉ＝１

１
珚Ｓ（ｐｉ）

＝１＋α，

即得１＋α＝４α，解得α＝１３＜１
，矛盾，故形如ｎ＝

ｐα（α≥１）不是式（１）的解。

② 若ｎ＝ｐαｑβ（α≥１，β≥１），ｐ、ｑ为奇素数，满

足式（１），易得４Ω（ｎ）＝４（α＋β），

∑
ｄ／ｐαｑβ

１
珚Ｓ（ｄ）＝１＋∑

α

ｉ＝１

１
珚Ｓ（ｐｉ）

＋∑
β

ｉ＝１

１
珚Ｓ（ｑｉ）

＋

∑
α

ｉ＝１
∑
β

ｊ＝１

１
珚Ｓ（ｐｉｑｊ）

＝１＋α＋β＋αβ， （８）

故可得

１＋α＋β＋αβ＝４（α＋β），　　 （９）
有

１＋αβ＝３（α＋β），　　 （１０）
即有

β＝３＋
８

α－３
，　　 （１１）

解得式（１１）不定方程有４组解，即α１＝４，β１＝１１；

α２＝５，β２＝７；α３＝７，β３＝５；α４＝１１，β４＝４。此时
式（１）有解当且仅当ｎ＝ｐ４ｑ１１，ｎ＝ｐ５ｑ７，ｎ＝ｐ７ｑ５，

ｎ＝ｐ１１ｑ４（ｐ、ｑ为奇素数）。

③ 若ｎ＝ｐαｑβｈγ（α≥１，β≥１，γ≥１），ｐ、ｑ、ｈ为
奇素数，满足式（１），易得４Ω（ｎ）＝４（α＋β＋γ），
且有

∑
ｄ／ｐαｑβｈγ

１
珚Ｓ（ｄ）＝１＋∑

α

ｉ＝１

１
珚Ｓ（ｐｉ）

＋∑
β

ｉ＝１

１
珚Ｓ（ｑｉ）

＋∑
γ

ｉ＝１

１
珚Ｓ（ｈｉ）＋∑

α

ｉ＝１
∑
β

ｊ＝１

１
珚Ｓ（ｐｉｑｊ）

＋∑
α

ｉ＝１
∑
γ

ｊ＝１

１
珚Ｓ（ｐｉｈｊ）

＋

∑
β

ｉ＝１
∑
γ

ｊ＝１

１
珚Ｓ（ｑｉｈｊ）

＋∑
α

ｉ＝１
∑
β

ｉ＝１
∑
γ

ｋ＝１

１
珚Ｓ（ｐｉｑｊｈｋ）

＝１＋α＋β＋γ＋αβ＋αγ＋βγ＋αβγ， （１２）

故可得

１＋α＋β＋γ＋αβ＋αγ＋βγ＋αβγ＝４（α＋β＋γ），
（１３）

即有

　　（α＋β＋αβ－３）γ＝３α＋３β－αβ－１， （１４）
当α≥１，β≥１，γ≥１时，式（１４）不定方程没有正整
数解。故此时形如ｎ＝ｐαｑβｈγ（α≥１，β≥１，γ≥１），

ｐ、ｑ、ｈ为奇素数，不是式（１）的解。
同理可得ｎ＝ｐ１α１ｐ２α２…ｐｒαｒ（αｉ≥１，ｉ＝１，…，

ｒ，ｒ≥４），ｐｉ为奇素数，不是式（１）的解。
综合上述情形（１）和情形（２）的讨论，定理得证。
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