
1 引言及结论
令 Z*（n）表示伪 F．Smarandache 函数的对偶，对任意的正整数 n，Z*（n）定义为最大的正整数 m 使得

m（m+1）
2 ．即：Z*（n）=max{m∈N*：m（m+1）2 | n}．例如，Z*（1）=Z*（2）=1，Z*（3）=2，Z*（4）=Z*（5）=1，Z*（6）=3，Z*

（7）=Z*（8）=1，Z*（9）=2，Z*（10）=4，……伪 F．Smarandache函数的对偶是由 Jozsef Sandor在文献［1］中首次提

出的．由定义容易知道伪 F．Smarandache函数的对偶具有性质 Z*（1）=1及 Z*（p）=
2如果 p=3；
1如果 p≠≠ ≠3

其中 p为任

意的素数．

在文献［2］中，Jozsef Sandor进一步研究了有关 Z*（n）的性质，即获得了结论 Z*（n）~ 1
2 8x+1姨 ，并且研

究了一个包含 Z*（n）的无穷级数的敛散性，就是当 α＞2时，
∞

n = 1
Σ 1
（Z*（n））

α 是收敛的．

在文献［3］中，刘端森和杨存典研究了关于 Z*（n）的均值性质，并给出了一个有趣的渐近公式，就是对

任意实数 x≥1，
n∈A
ΣZ*（n）=C1

x2
1nx +C2

x2
1n2x +O（ x2

1n3x），其中 A表示所有简单数的集合，C1、C2都是可计算的

常数．
本文的主要目的是利用初等方法研究一类包含伪 F．Smarandache函数的对偶方程的可解性，并获得

了该方程在给定条件下的部分正整数解．具体地说我们考虑了如下的问题：是否存在正整数满足方程

d | n
ΣZ*（d）= （n）， （1）

其中 （n）为 Euler函数，表示所有与 n互素且不超过 n的正整数的个数．即证明了下面的定理：
定理 方程（1）在下面两种给定条件的解的情况：
（i）在 n=p时有且仅有两个解 n=1，n=8．
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（ii）在 n=2α13α2，n=2α15α2，n=3α15α2时无解；在 n=2α17α2时有且仅有一个解 n=28.
2 定理的证明
为完成定理的证明，我们需要下面两个引理：

引理 1 设 s≥1为整数，p是素数，则有 Z*（ps）=
2如果 p=3
1如果 p≠≠ ≠3

.

证明：由文献［1］的命题 1立刻可以得出上式．

引理 2 令 n=p1
α1，p2

α2…ps
α5为任意正整数 n的标准分解式，则当（α1+1）（α2+1）…（αs+1）+1＜p1

α1

2 -1

（p1-1）

…Ps

α1

2 -1

（ps -1）时方程（1）无解．

证明：当因子 d≠n 时，显然 d≤ n
2 ，我们令Z*（d）=m，则由Z*（n）的定义有

m（m+1）
2 ≤ n

2 ，即

m2+m-2n≤0，可得 m≤ -1+ 4n+1姨
2 ≤ n姨 ；而当 d=n时，令 Z*（d）=m，则由定义

m（m+1）
2 ≤n，可得

m≤ -1+ 8n+1姨
2 ≤2 n姨 .结合这两种情况有

d | n
ΣZ*（d）≤ n姨 （d（n）-1）+2 n姨 = n姨 （d（n）+1）.

当 n姨 （d（n）+1）＜覬（n）时，方程（1）定无解．令 n=p1
α1p2

α2…ps
αs，我们有 覬（n）=p1

α1-1（p1-1）p2
α2-1（p2-1）…ps

αs-1

（ps-1）和 d（n）=（α1+1）（α2+1）…（αs+1）应用到 n姨 （d（n）+1）＜ （n）中，即当

（α1+1）（α2+1）…（αs+1）+1＜p1

时方程（1）定无解，引理得证．
现在我们来完成定理的证明．容易验证 n=1是方程的解．下面我们分几种情况来讨论：

I． 当 n 为素数时，即 =p 时有 Z *（p）=
2如果 p=3；
1如果 p≠≠ Σ3

，而 （p）=p-1.当 p=3 时，有
d |3
ΣZ*（d）=3，而

（3）=2，不相等；当p≠3时，有
d |3
ΣZ*（d）=2，要使 Z= （p）=p-1，只有 p=3时成立．所以当 n=p时无解．

II．当 n=pα时，其中 α＞1．由引理 1有 Z*（ps）=
2如果 p=3；
1如果 p≠3≠ Σ. ；而 （pa）=pa-1（p-1）.

（i）当 p=3时，
d|3α
ΣZ*（d）=1+2α，而 （3α）=3α-1·2. 但是当 α≥2，有 1+2α＜2·3α-1，所以方程无解；

（ii）当 p=2时，
d|2α
ΣZ*（d）=1+α，而 （2α）=2α-1.求解 1+α=2α-1，得 α=3，当 α＞3时，有 1+α＜2α-1，所以只

有 n=8是方程的解；

（iii）当 p=5时，
d|5α
ΣZ*（d）=1+α，而 覬（5α）=5α-1·4.但是当 α≥2，有 1+2α＜4·5α-1，所以方程无解；

（iv）当 p≥5时，
d|nα
ΣZ*（d）=1+α，覬（pα）=pα-1·（p-1），随着素数的增大 覬（n）增长的速度也越快，所以 p≥5

时，1+α＜pα-1·（p-1）.
结合上面几种情况在 n=pα时只有 n=8是解．

III．当 n=2α13α2时，利用引理 2可得，当（α1+1）（α2+1）+1＜2
α1

2 3
α2

2 -1

时方程定无解．计算得当 n≥2536时，

（α1+1）（α2+1）+1＜2
α1

2 3
α2

2 -1

.下面我们只考虑在n＜2536下的情况：

（p1-1）…ps
αs

2 -1
（p1-1）

α1

2 -1
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（上接第 4页）

（i）当 α1=1或 α2=1时，Z*（2α13α2）=3，那么
d|nα
ΣZ*（d）=1+α1+2α2+3α1α2，而 （n）=2α13α2-1.计算可得，当 α1≤4

或 α1≤2时，1+α1+2α1+2α2+3α1α2＞2α13α2-1；当α1＞4或 α2＞2时，1+α1+2α1+3α1α2＜2α13α2-1 .
（ii）当 α1≥2且 α2≥2时，Z*（2α13α2）=8，那么

d | n
ΣZ*（d）=1+α1+2α2+3（α1+α2）+8（α1-1）（α2-1）=9+8α1α2-4α1-3α2，

而 （n）=2α13α2-1.计算可得，当 n＜2333时，

d|n
ΣZ*（d）＞ （n）；n≥2333时，

d | n
ΣZ*（d）＜ （n）

结合这两种情况即知当 n=2α13α2时无解．
利用同样的方法我们可以得到当 n=2α15α2，n=3α15α2时，方程也都无解，但是在 n=2α17α2时有且仅有一个解

n=28．
结合以上三种情况我们立刻完成定理的证明.
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