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一个包含伪 Smarandache无平方因子函数的方程

张　沛

(西北大学数学系　西安 710127)

摘要:研究一个包含伪 Sma randache 无平方因子函数的方程问题.利用初等方法 ,给出一个包含伪 Smarandache 无

平方函数的方程的所有正整数解 ,证明了这一方程有且仅有 3 个解.
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　　对任意正整数n ,伪Smarandache无平方因子函数ZW(n)定义为最小的正整数 m ,使得 m
n能被n整除.

即 ZW(n)=min{m∶n m
n}.例如 ,ZW(1)=1 , ZW(2)=2 ,ZW(3)=3 ,ZW(4)=2 , ….乐茂华[ 1] 证明了:

当 n >1时 ,

ZW(n)=p1 p2 …pk (1)

其中 p1 , p2 , …, pk 是n 的不同素因子.同时他也证明了级数

∑
∞

n=1

1
(ZW(n))

a , a ∈ R , a >0

是发散的.此外 ,刘华宁
[ 2]
研究了该函数的均值性质 ,并获得了两个有趣的结果.他证明了:对任意实数 α, s

且满足(s -α)>1及α>0 ,则有

∑
∞

n=1

ZW
α
(n)
n
s =ζ(s)ζ(s-α)

ζ(2s-2α)∏p 1- 1
p
s
+p

α ,

其中 ,ζ(s)是 Riemann ze ta-函数 , ∏
p

表示对所有的素数因子求积.

对任意实数 α>0及 x ≥1 ,则有

∑
n≤x

Z W
α(n)=ζ(α+1)x

α+1

ζ(2)(α+1)∏p 1 - 1
p
α(p +1)

+O x
α+1

2 +ε .

本文中 ,应用初等方法研究一个包含伪 Smarandache无平方因子函数的方程 ,并给出这个方程的所有正

整数解.

定理 　对任意的正整数 n ,方程

∑
n

i=1
ZW(i)=ZW

n(n +1)
2

(2)

有且仅有 3个解 ,它们分别是 n =1 ,2 ,3.

为了完成定理的证明 ,需要下面一个简单引理.

引理 　对任意正整数 n ,有不等式

∑
i≤n

|μ(i)|≠0

i > 3
π

2 n
2 -9

8
n

3
2 ,

其中 , μ(n)为 Möbius函数.

证明 　利用 Möbius函数的性质知 , μ(i) =∑
d2|i

μ(d),于是有

　　　　　　　　 ∑
i≤n

|μ(i)|≠0

i =∑
i≤n

μ(i) i =∑
i≤n
∑
d
2|i

μ(d)i = ∑
d
2
l≤n

μ(d)d2
l
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=∑
d ≤ n

μ(d)d2 ∑
l≤ n

d
2

l =∑
d≤ n

d
2μ(d)

n
d

2
n
d

2 +1

2

=∑
d ≤ n

d
2μ(d) n

2

2d4 +
n
2d2 -

n
d

2
n
d

2 -1
2

n
d

2 - n
d

2

2

>n
2

2 ∑
d≤ n

μ(d)
d
2 -n

2 ∑
d≤ n

-1
2 ∑

d≤ n

d
2

4

>n
2

2 ∑
∞

d=1

μ(d)
d

2 -∑
d> n

1
d

2 -1
2
n

3
2 -1

8
n

3
2

>
n
2

2
1
ζ(2)

-
1

n
-

5
8
n

3
2

=n
2

2
6
π2 -

1

n
- 5

8
n

3
2

=3n
2

π
2 -

9
8
n

3
2 .

这就完成了引理的证明.

定理的证明 　分两种情况进行讨论:

Ⅰ 当 n <4时 ,根据伪 Smarandache 无平方因子函数的定义 ,有

ZW(1)=1 , ZW(2)=2 , ZW(3)=3 , ZW(6)=6.

由此可知 ,当 n <4时 ,均有

∑
n

i=1

ZW(i)=ZW
n(n +1)

2
,

即 n =1 ,2 ,3是方程的解.

Ⅱ当 n ≥4时 ,再分两种情况进行讨论:

(ⅰ)当n(n+1)
2

无平方因子时 ,根据函数 ZW(n)的定义有

ZW
n(n +1)

2
=n(n +1)

2
.

注意到在∑
n

i=1
ZW(i)中至少有一项 ZW(i)< i ,例如 ZW(4)=2 <4 ,所以有

∑
n

i=1

ZW(i)<∑
n

i=1

i =n(n+1)
2

,

即

∑
n

i=1

ZW(i)<ZW
n(n +1)

2
,

此时方程(2)无解.

(ⅱ)当n(n+1)
2

有平方因子时 ,根据函数 ZW(n)的定义及性质有下面的不等式

ZW
n(n +1)

2
≤n(n +1)

4
,

又根据函数 ZW(n)和 μ(n)的定义有

∑
n

i=1
ZW(i)≥ ∑

i≤n
|μ(i)|≠0

i.

再结合引理

∑
i≤n

|μ(i)|≠0

i > 3
π2 n

2 -9
8
n

3
2 ,

当 n ≥529时 ,显然有
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3
π2 n

2
-

9
8
n

3
2 >

n(n+1)
4

.

此时有不等式

∑
n

i=1

ZW(i)>ZW
n(n +1)

2
.

所以方程(2)无解 ,也就是当 n ≥529时 ,方程(2)均无解.

当 4 ≤n <529时 ,容易验证 n =4 ,5 ,6 ,7 , … ,27 ,528不是方程(2)的解.

综上所述 ,当且仅当 n <4时 ,方程(2)有解 ,且有 3个解 ,分别为 n =1 ,2 ,3.
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An Equation Involving the Pseudo-Smarandache Squarefree Function

ZHANG Pei
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Abstract:A n equation invo lving the pseudo-Smarandache squaref ree function is studied.U sing the

elementa ry me thods , all the posi tive integer so lutions o f this equat ion are given , and i t is proven

that the equat ion has three posit ive integer solut ions.
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