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摘要
: 定 义一个新的 F

.

s m ar o
dn ac h e 函数兀 (。 )

.

并研究一个包含该函数的方程
.

利用初等方法
.

给出

了一个包含函数豆 (。 ) 的方程的正整数解
.

该方程只有两个正 整数解
.

关键词
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1 引言及结果

对任意正整数
n ,

著名的 F
.

S m ar an da hc
e L C M 函数 S L ( n) 定义为最小的正整数 m 使

得 n
}「1

,

2
,

…
,

m 〕
,

其中 [ 1
,

2
,

…
,

m 〕表示 l
,

2
,

…
,

m 的最小公倍数
.

例如 S L ( n ) 的前几个

值是 S L ( 1 ) = l
,

S L ( 2 ) = 2
,

S L ( 3 ) = 3
,

S L ( 4 ) = 4
,

S L ( 5 ) = 5
, ·

… 不少学者研究过关于

S (L
” ) 的初等性质

,

并获得了一系列结果
,

参阅文献〔1
一

3〕
·

当
” 一叫

,

城
2

分解式时
,

容易得到

…岭表示
,
的标准

S L ( n ) 一 m a x {户:
, ,

户:
, ,

一户:
`

}
.

通常将满足 f ( n ) 一 m a x {f 印 :
,
)

,

f 印 :
,
)

,

一 f 幼于) } 的算术函数 f ( n ) 称为 Sm a r a n d a e h e 可

乘函数
.

因此 S L ( n ) 是一个 S m a r a n d a e h e 可乘函数
.

可参阅文献 [ 4〕
.

由 S m a r a n d a c h e 可乘函数的定义得到启发
,

本文定义了一个新的 S m ar a n
d

a o h e 型函数

豆 ()n 如下
:

豆 (1 ) 一 1
,

当
, > 1且

。 一 式
,

式
, ”

·

p分为
。 的标准分解式时定义

:

死 ( , ) 一 m in{ 对
,

对
,

…
,

对 }
.

S L (n ) 有许多类似的性质
,

参阅文献「5
,

6〕
,

例如当
n

( l )

研究发现函数万工( n) 与函数

的方幂时
,

S L (动 一 S L ( n)
.

对于 亏工 ( n) 函数显然存在无限多个正整数
n
使得

为素数

S L (d )艺dln

> n
.

事实上
,

由 ( 1) 式知
,

当
n

艺豆 ( d ) 一

~ P
“

为素数方幕时
,

我们有

艺兀 d( )
一 十 p + 一 十 aP > 厂 一 .n

d Ip 口

同时又存在无限多个正整数
, ,

使得 艺豆 d( ) < ,
.

例如当
,
为两个不同奇素数的乘积时

,

d 1
.

即 n 一 P
·

q
,

其中 3 二 P < q 为素数
,

那么

名兀 d( ) 一 艺豆 d( ) 一 1 十 Zp 十 、 < p
·

、 一 .n

于是我们想到
,

对于哪些 自然数
, ,

会有方程 艺死d( ) 一 ,
成立 ? 本文的主要 目的是研究

d !
阅

一类包含 亏厄 (n ) 方程的可解性
,

即寻求所有正整数
n ,

使得方程
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艺豆( d) 一 ”

d }
.

(2 )

成立
,

其中 艺 表示对
, 的所有正因数求和

.

也就是证明了以下的
d }

n

定理 方程 艺兀 d( ) 一 ,
有且仅有两个正整数解

。 一 `
,

` .0

d }
”

2 引理及其证明

为了完成定理的证明
.

首先需要一个简单引理
.

引理 当 m 全 13 时
,

m 之 3d ( m )
,

这里 d ( m ) 为除数函数
.

证明 设 m 之 13 且 m 一 户:
`

式
,

… p分表示 m 的标准素因数分解式
.

我们分以下几种情况

来进行讨论
:

i ) 如果有一个
a `
之 4 ( l 兰 i 二 k )

,

则有

d ( m )

即 m 全 3d ( m )
.

参阅文献 [ 7〕
.

卉 对
_ 24

一 县厌不万 匕 不干万户
j

,

ii) 如果 思创
“ 护} 一 气 一 3

,

则当丸 全 3 时有

。 卉 对 _ 3
, _ _

, 二: - - 甲 - . . - - - 产一二 乙宜 二 -下- 万
沪
夕 j

,

d 吸m ) 誉 ia 十 l j 十 1

而当 P
,
~ 2 时

,

。 至少有两个不同的素因子
,

于是有

从

d ( m )

即 m 全 3d ( m )
.

111) 如果 m a x {al } = 马

盛

一 且
r = 1

2 ( i =

对 _ 2
,

—
产 ) 二尸 -甲

~
~ 丁

代 十 l 一 3 十 1

3

1 + 1

,
,

“
,

… ,k ’
,

若 jP 之 3
,

则裁万-
32

l压 i三冷
开 一二二一 >

二

共一
昌

a 、
十 1 一 z 十 1

对

一 3
,

若 P
,
-

_ .

_
_ _

_
.

, 卉 对
“

,

由于 , `
沙

“ , 至少还有另一个索 因子 “ 2 5
,

则 J石西 一
县舀耳万 之

2 2

2 + 1

5 、 _ 。 。

, 一 、 。 , ,

. 丁一下一下
户

沪) j ; 肚p 石p月 m
二:
二 J a 火m 少

.

1 州卜 l

i v ) 如果
a `

= l ( i 一 l
,

2
,

…
,

k )
,

若 k = l
,

则 p 之 1 3 ,

d ( m )

、 1 3 ~

乙 了不万 户 乃 ’

若 k 一 2
,

当 m 含有素因子 2时必有另一个素因子 q 2 7
,

此时
7

l + 1

> 3 ;
当 m 含有素因子 3 时必有另一个素因子 q 全 5

,

此时
从

d ( m )
>

” 2

d ( m )

3

1 + l
> 3 ;

当

m 含有两个 之 5 的不同素因子
,

此时 〕
畏头之

U 、 11 ` 少

5

1 + l

5

1 + 1

7 ~
万-六一 一万

洲洲

户 J ;

1 州卜 1

一
,

、 _ ,
、

、 一 沉 、 2 3

有
“ 乙 击 双 l1J 们 a又不不乙石币

’

了干万
> 3

,

即对任何情形都有 m 之 d3 ( m )
.

结合以上情况立刻完成引理的证明
.
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3 定理的证明

现在我们利用这个引理来给出定理的证明
.

容易验证
n 一 1是方程的解

.

设
; , > 1且 )I

一 对对…对 是 n
的标准素因数分解式

,

因为
n 一 川 不满足方程

,

所以当
n
满足方程时有 k

之 2
.

现在设

为方便起见设
n 一 ” , p

艺豆 d( ) 二

d l,l

S L (
, ` ) 一 m a x {户{

, ,

户介
,

一户少} = 户
。 .

“

满足方程
,

此时应有
:

艺艺豆 d( P’ ’ 一 兰兀 d( ) 十 艺艺豆 d( P’) = ) ) ZP
a

i ~ ” J } ,,I ; 一 I ` l }),l

因为当 d }m 时
,

豆 d( 厂 ) 三 尸
,

所以

m厂 丛艺瓦 d( ) + 艺艺 P’ 一 艺豆 d( ) + d( ))l)
·

, = } 汀 , l,t ` l }
碑”

艺 p

一 丫 豆 ( J ) + 户二兰二二卫 J (。 : )
.

袱 P 一 l

上式两边 同除以

m 丛 艺

aP
,

并注意到当 d } ,)I

S L (d )
、

P ( P
a

一 l )
一一 , 几厂- 节广 丁气尸一 - 二尸丁下二

P
一

LP 一 1 ) P
-

时万工 (d ) 二 厂
,

所以有

·

d ( m ) < d ( ” 日 十
P

P 一

·

d ( , n ) 二 3d ( ” , )
.

即若
n 一 m厂 满足方程

,

应有 m < 3 d ( m )
,

也就是当 m 之 3d( m ) 时
, n 一 m厂 不是方程的

解
,

由引理可知此时 m 全 13
.

下面只需讨论当 m < 13 时
,

哪些
n 二 m厂 满足方程即可

.

l) 当 m 一 7
,

9
,

11 时
,

容易验证 m 之 3d ( m )
,

此时
n 一 m 户

“

不是方程的解
.

2) 当 m 一 2 时
, n 一 2厂

,

此时 p 之 .3

流 ( Zd ) 一 艺豆 (d ) + 2 ( a + 1 )

司广

十 P
a

+ 2 ( a + l )
.

éùP.、̀甘.

艺豆 d( ) 一艺豆 d( ) +

d }2户 川广

一 1 + P 十 P
Z

十

若
a 一 1

,

解 1 + P 十 2( 1 + 1) 一 ZP 得 P 二 5
.

此时
n 一 ZP 一 10 显然是方程的解

.

若
a 一 2

,

假如 户 一 3
,

则 艺 豆 ( d )

一 + 3 + 3 ,

+ 2 ( z + l ) 一 1 9 > 2
·

3 2 .

即
江 12

.

产

名 豆 d( ) > ,
.

假如 p 之 5
,

则艺豆 d( ) 一 1 + p + 厂 + 2( 2 + ` ) 一 7 十 p + 尸 < 2尸
,

an目

P知川卜J月jé刀

J 12
·
3 2 “ 12 1, 2

即 艺豆 ( d ) < ,
·

J }2户2

若
a 之 3

,

对正整数 a( 之 3) 用数学归纳法易证不等式 1 + P + 尸 + 一

” < 2P
`

成立
,

即 艺豆 d( ) < ,
.

+ 2 ( a +

d ! Z P
-

3) 当 m 一 3 时
, n 一 3犷

,

此时 P 二 2
, a
之 2 或 P 之 5

,

若 p 一 2 时
,

艺兀d( ) 一 艺死 d( ) + 习瓦 ( 3d ) 一 o2 ` ’
十 a3 十 L

J 13
·

Za “ 1Z a J I2
.

则 名豆 ( d ) > n
.

假如
a
之 4

,

则 2
` + `

+ 3a
+ l < s

·

2
` ,

即 习兀 ( d )

a 一 2
,

3
,

J 13
·

广

若 p 之 5 时
,

则 艺死 d( ) 一 艺豆 .d( ) + 名死 (3 d ) 一

J 13
·

2.

1 + P + P
Z
十 一 + P

“

+ 3 ( a

J 13户a

川 户. d }广

+ 1 ) < 3 ,一 即艺豆 ( d ) <
n

.

d 13 1, .
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4 ) 当m =4 时
, n 一 4aP

,

则 P之 3
,

若 p = 3, 则 艺克 d( ) = 艺
J l月

·
3 . J I3

.

豆 d() + 艺死 (2 d) 十

川 3’

习兀 ( d4 ) = 3+ 3,
+ … +

dl 3.

3
·

+ 6 ( a
+ 一) < 4

·

3
· ,

即 艺克 ( d ) < n
.

S L ( d ) + 亏工( Zd ) + 艺豆 ( 4 d ) 一 l + 户+ 户,
+

J IP
口

名叮
dI 4

·
3 .

若 p 之 5
,

则 名豆 d( ) 一

d }4
·

声

+ P
“

+ 6 ( a
+ 1 ) ( 4 P

` ,

即 S L ( d ) < n
.

名耐艺耐

5 ) 当 m = 5 时
, n = S P

` ,

若 p 二 2,
a之“

,

则 艺 克 d( ) 一 艺豆 d( ) +

剥 .5 2 . 碑12
`

名死 ( s d ) 一 2
“ + ,

+ s a 护 5
’

2
`

一 ”
·

d 12.

若p = ”
, a之 2

,

则 艺兀 d( )

引 .5 3 .

5
·

3
0

一 ”
.

若 p > 5 时
,

则 名克 (d )

碑 15
.

户.

5 (
a

+ l ) < SP
.

= n
.

6 ) 当 m 二 6 时
,

则 P 之 5
,

= 艺克 ( d ) + 名豆 ( sd ) 一 l + 3+ 3 ,
+ … + 3

’

+ s a
+ 3 <

d 13
. d }3

.

= 艺兀 d( ) + 名死 (5 d) 一 ` + p + 尸 + … + 户
`

+

J l户
. J l P’

习豆d()
二

碑 }6户
.

名豆 d( ) 十

d }户
,

名瓦 ( 6d ) = l + 户 + 户, + … + 户
’

+ 7 ( a
+ l ) < 6户

’

二

d l广

名豆 ( Zd ) + 名豆 ( 3d ) +

d l广 d l广

n
。

7) 当 m ~ 8 时
,

若 户 = s
,

则
a 之 2

,

名兀 (d ) = 1 + s + 3 ,
+ … + 3

“

+ 1 4 a
+ 8 < 8

·

3
`

一 n
·

dl .8 3.

若 P

若 P

= 5
,

则
a 之 z

,

名盯 ( d ) 一 z + 5 + 5
,

+ … + 5
’

+ 1 4 a
+ 1 1 < 8

·

J l吕
·

5.

= 7
,

则
a 之 2

,

习豆 (d ) = l + 7 + 7 ,
+ … + 7

`

+ 1 4 a
+ ` 3 < 8

·

甘 }s
·

7.

若 户 > 7
,

则 名兀 d( ) = l + 户十 尸 + … 十 厂 十 1 4( 。 十 1 ) < S aP 二 .n

d ls 广

8 ) 当 m = 1 0 时
,

若 户 = 3
,

则
a
之 2

,

名 瓦 (d ) 一 l + 3 + 3 ,

+ … + 3
·

+ g a
+ 7 < 10

·

3
一

n
.

d }一。
·
5 .

若 p > 5
,

则 名死 d( ) 二 1 + p + 尸 + 一 + 犷 + 9 a( + ” < 10户一 .n

d 11 0广

9 ) 当 m ~ 1 2 时
,

则 p 之 5

名死 ( d )
一 + 户 + 户

2

+ … + 户
·

+ 1 4 ( a + 一) < 1 2户一
n

.

J 112户.

综上所述
,

只有
n = 1

,

10 是方程的解
.
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