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一个新的 Smarandache函数及其均值

李梵蓓

(内蒙古财经学院统计与数学学院, 内蒙古 呼和浩特 010051)

摘 要：对任意正整数 n ≥ 3, 我们定义算术函数 C(n) 为最大的正整数 m ≤ n − 2
使得 n |Cm

n = n!
m!·(n−m)!

. 即就是 C(n) = max{m : m ≤ n − 2, n| Cm
n }, 并规

定 C(1) = C(2) = 1. 本文的主要目的是利用初等及解析方法研究这一函数的均值分布
问题, 并给出几个有趣的均值公式及渐近式.
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1 引引引言言言及及及结结结论论论

众所周知, 著名的 Smarandache 函数 S(n) 定义为最小的正整数 m 使得 n | m!. 即就
是 S(n) = min{m : m ∈ N, n|m!}. 在文 [1] 中, Smarandache 教授建议人们研究这个函数的
各种性质！关于这一内容, 许多学者进行了研究, 获得了不少有趣的结果！参阅文 [2-5]. 此外,
关于函数 S(n) 的推广及其一般化, 也有各种各样的形式. 例如, 文 [6] 引入了 S(n) 的对偶函
数 S∗(n) 如下：S∗(n) = max{m : m ∈ N, m!|n}. 在文 [7] 中研究了 S∗(n) 的均值性质, 并证
明了渐近公式 ∑

n≤x

S∗(n) = (e− 1)x + O

(
ln2 x

(ln lnx)2

)

及恒等式
∞∑

n=1

S∗(n)
n2

=
π2

6
·
∞∑

n=1

1
(n!)2

其中 e .= 2.718 281 828 459 为常数.
此外, 文 [8] 还引入了另一个新的算术函数 C(n) 如下：C(1) = 1, C(2) = 1, C(3) = 1,

当 n > 3 时, C(n) 定义为最大的正整数 m ≤ n − 2 使得 n 整除 Cm
n = n!

m!·(n−m)! . 即 C(n) =
max{m : m ≤ n − 2, n| Cm

n }. 同时文 [8] 中还列举了 C(n) 的一些简单性质. 如当 n ≥ 2 时,
有计算公式: C(2n − 1) = 2n − 3. 然而对于偶数 n ≥ 4, C(n) 的计算是比较复杂的, 没有一个
确切的计算公式. 例如 C(6) = 1, C(12) = 7, C(60) = 53, · · · . 事实上容易证明对任一充分大的
正整数 M , 一定存在一个正整数 n 使得 C(n) ≤ n−M . 因此 n− C(n) 可以任意大. 那么我们
自然会问 C(n) 的值分布是否具有规律性? 本文的主要目的就是利用初等及解析方法研究这一
问题, 并证明下面三个结论:

定定定理理理 1 对于任意给定的正整数 k > 2, 一定存在正整数 n 使得

n− C(n) ≥ k
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定定定理理理 2 对于任意正整数 n ≥ 4, 我们有渐近公式

C(n) = n + O

(
exp

(
c1 · lnn

ln lnn

))

其中 exp(y) = ey, c1 > 0 是一个常数.
定定定理理理 3 对于任意实数 N ≥ 4, 我们有渐近公式

∑

n≤N

C(n) =
1
2
·N2 + O (N · lnN)

显然定理 1 说明 |n− C(n)| 是无界的. 定理 2 给出了 C(n) 的一个渐近公式, 也就是证明
了当 n 充分大时有 C(n) ∼ n. 当然也可以通过定理 2 给出

∑
n≤N C(n) 的一个均值公式, 但是

这时所产生的误差项非常大, 因此我们没有采取由定理 2 直接推出定理 3 的办法, 而是通过解
析方法并借助于一些新的技巧给出了定理 3 中更强的结论!

2 定定定理理理的的的证证证明明明

这节我们利用初等及解析方法给出定理的直接证明. 首先证明定理 1. 对于任意大的正
整数 k, 取 n = m · (2k)!, 于是对任意正整数 2 ≤ i ≤ k 有 (n − i, i!) = i, (n − 1, i!) = 1 以
及

(
n−j

j , i
)

= 1 对所有 1 ≤ j ≤ i− 1 成立. 于是
(

n−1
1 · n−2

2 · · · n−i+1
i−1 , i

)
= 1, 从而可知

1
n
· Cn−i

n =
1
n
· Ci

n =
1
n
· n!
i! · (n− i)!

=
1
i
· n− 1

1
· n− 2

2
· · · n− i + 1

i− 1

不可能为整数, i = 2, 3, 4, · · · , k. 于是由 C(n)的定义可得 C(n) ≤ n−k,或者 n−C(n) ≥ k.
因此可得 n− C(n) 是无界的, 从而完成了定理 1 的证明.
现在我们证明定理 2. 显然 C(1) = C(2) = C(3) = 1, 于是不失一般性我们假定 n 充分大.

首先当 n 为奇数时, 注意到 Cn−2
n = C2

n = n(n−1)
2 = n · n−1

2 , 而 n−1
2 为整数, 所以 n 整除 Cn−2

n ,
从而有渐近公式

C(n) = n− 2 = n + O

(
exp

(
c1 · lnn

ln lnn

))

当 n 为偶数时, 设 k ≥ 2 是最小的整数使得 (k, n) = 1. 现在我们证明 n 整除 Ck
n = Cn−k

n . 事
实上注意到

Ck
n =

n(n− 1) · · · (n− k + 1)
k!

=
n

k
· Ck−1

n−1

或者

k · Ck
n = n · Ck−1

n−1

由上式并注意 (n, k) = 1 我们立刻得到 n 整除 Ck
n = Cn−k

n . 所以由 C(n) 的定义有 n − 2 ≥
C(n) ≥ n− k. 或者

C(n) = n + O(k) (1)



684 纯粹数学与应用数学 第 24 卷

另一方面, 设 x 为整数, φ(n, x) 表示区间 [2, x] 中与 n 互素的正整数的个数. 则由 Möbius 函
数的性质可知

φ(n, x) =
∑

2≤k≤x

(n, k)=1

1 =
∑

k≤x

∑

d|(k, n)

µ(d)− 1 =
∑

d|n
µ(d)

∑

k≤x
d

1− 1

=
∑

d|n
µ(d)

{x

d
+ O(1)

}
− 1 = x ·

∑

d|n

µ(d)
d

+ O
(
2ω(n)

)

=
φ(n)

n
· x + O

(
2ω(n)

)
(2)

其中 φ(n) 表示 Euler 函数, ω(n) 表示 n 的所有不同素因子的个数.
上式说明存在一个确定的正常数 M 使得当 x ≥ M · n

φ(n) · 2ω(n) 时, 一定有 φ(n, x) ≥ 1. 所
以对 (2) 式中的 k 一定有 k ≤ x. 从而由 (1) 及 (2) 式并注意到估计式

ω(n) ¿ c0 · lnn

ln lnn

我们立刻得到渐近公式

C(n) = n + O

(
exp

(
c1 · lnn

ln lnn

))

其中 exp(y) = ey, c1 > 0 是一个常数. 于是证明了定理 2.
为证明定理 3, 我们应用 (2) 式立刻得到 k 的上界估计式

k ¿ n

φ(n)
· 2ω(n)

由此估计及 (1) 式我们有

∑

n≤N

(n− 2) ≥
∑

n≤N

C(n) ≥
∑

n≤N

(
n + O

(
n

φ(n)
· 2ω(n)

))
(3)

此外, 注意到当复变数 Re(s) > 2 时有恒等式

∞∑

n=1

2ω(n)

ns−1 · φ(n)
=

∏
p


1 +

2

ps
(
1− 1

p

) +
2

p2s
(
1− 1

p

) + · · ·+ · · ·



=
ζ2(s)
ζ(2s)

∏
p

(
1 +

2
(ps + 1)(p− 1)

)
(4)

其中
∏
p

表示对所有素数求积, ζ(s) 表示 Riemann zeta- 函数.

注意到 (4) 式, 利用熟知的 Perron 公式 [9-10] 及 Riemann zeta- 函数的性质我们不难得到
渐近公式

∑

n≤N

n · 2ω(n)

φ(n)
=

15
π2
· x · lnx + A · x + O

(
x

1
2
+ε

)
(5)
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其中 A 为可计算的常数, ε 为任意给定的正数.
结合 (3) 及 (5) 式我们立刻得到渐近公式

∑

n≤N

C(n) =
1
2
·N2 + O (N · lnN)

于是完成了定理 3 的证明.
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A new Smarandache function and its mean value

LI Fan-bei
( School of Mathematics and Statistics, Inner Mongolia Finance and Economics College

Hohhot 010051, China)

Abstract: For any positive integer n ≥ 3, we define the arithmetical function C(n) as the largest positive integer

m ≤ n− 2 such that n|Cm
n = n!

m!·(n−m)!
. That is, C(n) = max{m : m ≤ n− 2, n|Cm

n }, and C(1) = C(2) = 1.

In reference [9], Jozsef Sandor introduced this function, and asked us to study the properties of C(n). About

this problem, it seems that none had studied it yet, at least we have not seen any related papers before. The

main purpose of this paper is using the elementary and analytic methods to study the mean value distribution

problem of C(n), and to give several interesting mean value formula and asymptotic formula for it.

Keywords: new Smarandache function, mean value, asymptotic formula, analytic method.
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