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一个新的伪 Smarandache函数及其均值
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摘要: n∈ N+，一个新的伪 Smarandache函数 C( n) 定义为 C( n) = min{a + b: a，b∈N，n | a( a +
1 ) /2 + b}，研究函数C( n) 的均值性质，并给出C( n) 的一个较强的均值公式．利用初等方法以及C( n)
的性质，获得了该函数值的具体表示形式，给出了函数 C( n) 的均值的几个较强的渐近公式．
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1 引言及结论
n∈ N +，著名的伪 Smarandache函数 Z( n) 定义为最小的正整数 k使得 n整除 1 + 2 + 3 + … + k，

或者 Z( n) = min{ k: k∈ N，n | k( k + 1) /2} ．从 Z( n) 的定义容易推出它的前几项值为: Z( 1 ) = 1，Z( 2
) = 3，Z( 3 ) = 2，Z( 4 ) = 7，Z( 5 ) = 4，Z( 6 ) = 3，Z( 7 ) = 6，Z( 8 ) = 15，…．关于 Z( n) 的初等性质，
许多学者进行了研究，获得了不少有意义的结果［1-7］，文献［2］研究方程Z( n) + 1 = S( n) 及Z( n) = S( n)
的可解性． 文献［3］将这2个问题得到完全解决，即就是给出了这2个方程的所有正整数解．文献［8］引入
了一个几乎伪 Smarandache函数，并讨论了它的各种性质．
本文引入一个新的伪 Smarandache函数 C( n) = min{ a + b: a，b∈ N，n | a( a + 1) /2 + b} ，然后利用

初等方法研究它的基本性质，最终给出该函数各种均值的几个较强的渐近公式．具体地说也就是证明了下
面的结论:

定理 1 x∈ R，x ＞ 1，有渐近公式∑
n≤x

C( n) = 槡2·x3 /2 + O( x ) ．

定理 2 x∈ R，x ＞ 1，有渐近公式∑
n≤x

1
C( n) = 2槡 x·ln2 + O( lnx) ．

定理 3 x∈ R，x ＞ 1，有渐近公式

∑
n≤x

d( C( n) ) = 1
2 xlnx + x 2γ + 5

2 ln2 －( )3
2

+ O( x3 /4 ) ，

其中 d( n) = ∑
d| n

1 为 Dirichlet除数函数，γ为 Euler常数．
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2 定理的证明
利用初等方法研究函数 C( n) 的基本性质． 事实上由 C( n) 的定义不难计算出 C( n) 的前几项值为

C( 1) = 1，C( 2) = 2，C( 3) = 2，C( 4) = 3，C( 5) = 4，C( 6) = 3，C( 7) = 4，C( 8) = 5，C( 9) = 6，C( 10)
= 4，…．n∈ N +，n ＞ 1，显然存在惟一的正整数 m使得满足不等式 m( m + 1) /2 ≤ n ＜ ( m + 1) ( m +
2) /2．此时由 C( n) 的定义不难推出 a = m，b = n － m( m + 1) /2以及 C( n) = m + n － m( m + 1) /2．事实
上由 C( n) 的定义设 C( n) = a + b，则有 a≤ m，否则与 b非负矛盾．其次可以证明 a不可能小于 m．若不
然，则 a ＜ m，于是由 n | a( a + 1) /2 + b不难推出 b≥ m≥ a + 1．注意到 n | a( a + 1) /2 + b = ( a + 1) ( a
+ 2) /2 + b － a － 1．显然 a + 1 + ( b － a － 1) = b ＜ a + b = C( n) ，这与 a + b最小矛盾，所以 a = m．此
时使得 n整除 a( a + 1) 2 + b的最小非负整数 b = n － a( a + 1) /2．所以有恒等式

C( n) = m + n － m( m + 1) /2 = n － m( m － 1) /2 = m + i， ( 1)
其中 m满足不等式 m( m + 1) ≤ n ＜ ( m + 1) ( m + 2) /2，0 ≤ i≤ m．
2． 1 定理 1 证明
应用式( 1) 来完成定理 1的证明．x∈ R，x ＞ 1，显然存在唯一的正整数M，使得满足不等式M( M +

1) /2 ≤ x ＜ ( M + 1) ( M + 2) /2．由此不等式不难推出

M = ［ 2x + 1 /槡 4 － 1 /2］， ( 2)
其中 ［x］表示不超过 x的最大整数．
注意到式( 2) ，于是由式( 1) 有

∑
n≤x

C( n) =∑
M－1

k = 1
∑

k( k+1) /2≤n ＜ ( k+1) ( k+2) /2
C( n) + ∑

M( M+1) /2≤n ＜ x
C( n) =

∑
M－1

k = 1
∑

k( k+1) /2≤n ＜ ( k+1) ( k+2) /2
n － ( k － 1) k( )2

+ ∑
M( M+1) /2≤n ＜ x

n － ( M － 1) M( )2
=

∑
M－1

k = 1
∑

k

i = 0
( k + i) + O M( M + 2)

2 － ( M － 1) M( )2
( M + 1) ( M + 2)

2 － M( M + 1)( )( )2
=

∑
M－1

k = 1
k( k + 1) + k( k + 1)( )2

) + O( M2 ) = 3
2∑

M－1

k = 1
( k2 + k) + O( x) =

( 1 /4) ( M － 1) M( 2M － 1) + O( M2 ) + O( x) =

( 1 /2) 2x + 1 /槡 4 + O( 1( ))
3 + O( x) = 槡2·x3 /2 + O( x) ．

于是完成了定理 1 的证明．
2． 2 定理 2 的证明
注意到y∈ R，y≥ 1，由 Euler求和公式可得

∑
n≤y

1
n = lny + γ + O 1( )y

， ( 3)

其中 γ为 Euler常数．于是由式( 1) ，( 2) ，( 3) ，有

∑
n≤x

1
C( n) = ∑

M－1

k = 1
∑

k( k+1) /2≤n ＜ ( k+1) ( k+2) /2

1
C( n) + ∑

M( M+1) /2≤n ＜ x

1
C( n) =

∑
M－1

k = 1
∑

k

i = 0

1
k + i + O ∑

M

i = 0

1( )M + i
=

∑
M－1

k = 2
∑
n≤2k

1
n － ∑

n≤k－1

1( )n
+ O( 1) =

∑
M－1

k = 2
ln( 2k) － ln( k － 1) + O 1( )( )k

+ O( 1) =

ln2·∑
M－1

k = 2
1 + O ∑

M

k = 2

1( )k
+ O( 1) =
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M·ln2 + O( lnM) = 2槡 x·ln2 + O( lnx) ．
于是完成了定理 2 的证明．
2． 3 定理 3 的证明
需要关于 Dirichlet除数函数的均值定理［9-10］，即

∑
n≤x

d( n) = xlnx + x( 2γ － 1) + O(槡x) ． ( 4)

于是应用渐近式( 4) 及式( 1) ，( 2) ，可得

∑
n≤x

d( C( n) ) =∑
M－1

k = 1
∑

k( k+1) /2≤n ＜ ( k+1) ( k+2) /2
d( C( n) ) + ∑

M( M+1) /2≤n ＜ x
d( C( n) ) =

∑
M－1

k = 1
∑

k

i = 0
d( k + i) + O ∑

M

i = 0
d( m + 1( )) =

∑
M－1

k = 1
∑
n≤2k

d( n) － ∑
n≤k－1

d( n( )) + O( MlnM) =

∑
M－1

k = 1
( klnk + k( 2γ + 2ln2 － 1) + O(槡k) ) + O(槡xlnx) =

∫
M－1

1
ylnydy + ( 2γ + 2ln2 － 1) ∫

M－1

1
ydy + O( M3 /2 ) + O(槡xlnx) =

1
2 M2 lnM － 1

4 M2 + 1
2 M2 ( 2γ + 2ln2 － 1) + O( x3 /4 ) =

1
2 xlnx + x 2γ + 5

2 ln2 －( )3
2

+ O( x3 /4 ) ．

于是完成了定理 3 的证明．
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A new pseudo-Smarandache function and its mean value

LI Xi-han

( Department of Basic Course，Xi'an Aeronautical Polytechnic Institute，Xi'an 710089，China)

Abstract: For any positive integer n，a new pseudo-Smarandache function C( n) is defined as the smallest posi-
tive integers a + b such that n | a( a + 1) /2． That is，C( n) = min{ a + b: a，b∈N，n | a( a + 1) /2 + b} ． The mean
value properties of C( n) was studied，and several interesting mean value formulae was given． Using the elementa-
ry method and the properties of the function C( n) ，the exact expressions for the value of the function C( n) was
given． A series of asymptotic formulae for the various mean value of C( n) is obtained．
Key words: pseudo-Smarandache function; mean value; asymptotic formula; elementary method
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