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一个新的伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数及其均值
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摘要：引入了一个新的伪Ｓｍａｒａｎｄｃｈｅ函数Ｚ０（ｎ）．当ｎ为偶数时，定义Ｚ０（ｎ）＝ｍ，ｍ为最小的正
整数，使得ｎ整除２＋４＋６＋…＋２ｍ＝ｍ（ｍ＋１），即Ｚ０（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ：ｍ∈Ｎ，ｎ｜ｍ（ｍ＋１）｝；

当ｎ为奇数时，ｍ为最小的整数使得ｎ｜１＋３＋５＋…＋（２ｍ－１）＝ｍ２．即Ｚ０（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ：ｍ

∈Ｎ，ｎ｜ｍ２｝．利用解析方法以及Ｐｅｒｒｏｎ公式研究函数Ｚ０（２ｎ－１）的均值性质，并给出了一个较
强的渐近公式．
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１　 引言与主要结论

引言对于任意正整数ｎ，著名的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｓ（ｎ）定义为最小的正整数ｍ使得ｎ｜ｍ！，即就是

Ｓ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ：ｍ∈Ｎ，ｎ｜ｍ！｝．而伪Ｓｍａｒａｎｄｃｈｅ函数Ｚ（ｎ）定义为最小的正整数ｋ使得ｎ整除１＋２＋
３＋…＋ｋ．即Ｚ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｋ：ｋ∈Ｎ，ｎ｜ｋ（ｋ＋１）／２｝．关于这２个函数的性质，有不少数论专家进行过研
究，获得了不少有价值的研究成果［１－７］．然而，关于Ｚ（ｎ）的均值性质，至今知道的很少，甚至还不知道是否

存在均值∑
ｎ≤ｘ
Ｚ（ｎ）的一个渐近公式？即使给出一个非平凡的上界估计也是很难的问题．

受以上２个函数定义的启发，本文引入了一个新的伪Ｓｍａｒａｎｄｃｈｅ函数Ｚ０（ｎ），即当ｎ为偶数时，定义

Ｚ０（ｎ）＝ｍ，ｍ为最小的正整数，使得ｎ整除２＋４＋６＋…＋２ｍ＝ｍ（ｍ＋１），即Ｚ０（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ：ｍ∈
Ｎ，ｎ｜ｍ（ｍ＋１）｝；当ｎ为奇数时，ｍ为最小的整数使得ｎ｜１＋３＋５＋…＋（２ｍ－１）＝ｍ２．即Ｚ０（ｎ）＝

ｍｉｎ｛ｍ：ｍ∈Ｎ，ｎ｜ｍ２｝．利用解析方法以及Ｐｅｒｒｏｎ公式研究函数Ｚ０（２ｎ－１）的均值性质，并给出了一个
较强的渐近公式．即
定理１　ｘ∈Ｒ，ｘ＞１，有渐近公式

∑
ｎ≤ｘ
Ｚ０（２ｎ－１）＝３ζ

（３）
π２
ｘ２＋Ｏ（ｘ３／２＋ε），

其中 　ζ（ｓ）为Ｒｉｅｍａｎｎζ－函数，ε为任意给定的正数．
是否存在Ｚ０（２ｎ）均值的一个渐近公式是一个公开的问题，有待于进一步研究．

DOI:10.13338/j.issn.1006-8341.2013.01.011



２　 定理的证明

２．１　 引理
引理１　 设ｓ为复数，定义Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ级数Ａ（ｓ）为

Ａ（ｓ）＝∑
∞

ｎ＝１
ａ（ｎ）ｎ－ｓ，σａ＜＋∞，

并设存在递增函数 Ｈ（ｕ）及Ｂ（ｕ），使得

｜ａ（ｎ）｜≤ Ｈ（ｎ），ｎ＝１，２，…，

∑
∞

ｎ＝１
｜ａ（ｎ）｜ｎ－σ≤Ｂ（σ），σ＞σａ，

则 ｓ０ ＝σ０＋ｉｔ０ 及ｂ０ ＞σａ，当ｂ０ ≥ｂ＞０，ｂ０ ≥σ０＋ｂ＞σａ，Ｔ≥１及ｘ≥１时，有
（１）若ｘ不等于正整数，则

∑
ｎ≤ｘ
ａ（ｎ）ｎ－ｓ０ ＝１２πｉ∫

ｂ＋ｉ　Ｔ

ｂ－ｉ　Ｔ
Ａ（ｓ０＋ｓ）ｘ

ｓ

ｓｄｓ＋Ｏ
ｘｂＢ（ｂ＋σ０）（ ）Ｔ ＋

Ｏ　ｘ１－σ０Ｈ（２ｘ）ｍｉｎ　１，ｌｏｇｘ（ ）（ ）Ｔ ＋Ｏ　ｘ－σ０Ｈ（Ｎ）ｍｉｎ　１， ｘ
Ｔ‖Ｘ（ ）（ ）‖

，

式中Ｎ 为离ｘ最近的整数（当ｘ为半奇数时，取Ｎ ＝ （ｘ－１）／２）；‖ｘ‖ ＝｜Ｎ－ｘ｜．
（２）若ｘ等于ｎ（正整数），则

∑
ｎ≤ｘ
ａ（ｎ）ｎ－ｓ０＋１２ａ

（Ｎ）Ｎ－ｓ０ ＝１２πｉ∫
ｂ＋ｉ　Ｔ

ｂ－ｉ　Ｔ
Ａ（ｓ０＋ｓ）Ｎ

ｓ

ｓｄｓ＋Ｏ
ＮｂＢ（ｂ＋σ０）（ ）Ｔ ＋

Ｏ　Ｎ１－σ０Ｈ（２　Ｎ）ｍｉｎ　１，ｌｏｇＮ（ ）（ ）Ｔ
，

式中Ｏ常数仅与σａ，ｂ０ 有关．
２．２　 定理１的证明
容易证明函数Ｚ０（２ｎ－１）是可乘函数，即就是对任意奇数ｍ 及ｎ 且（ｍ，ｎ）＝１，有Ｚ０（ｍｎ）＝

Ｚ０（ｍ）Ｚ０（ｎ）．对任意复数ｓ　（Ｒｅｓ＞１），显然函数Ｚ０（２ｎ－１）≤２ｎ－１．于是当Ｒｅｓ＞２时级数

ｆ（ｓ）＝∑
∞

ｎ＝１
Ｚ０（２ｎ－１）（２ｎ－１）－ｓ

绝对收敛，所以由Ｅｕｌｅｒ积公式立刻推出

ｆ（ｓ）＝∑
∞

ｎ＝１
Ｚ０（２ｎ－１）（２ｎ－１）－ｓ ＝

∏
ｐ≠２
１＋Ｚ０

（ｐ）
ｐｓ

＋Ｚ０
（ｐ２）
ｐ２ｓ

＋…＋Ｚ０
（ｐｎ）
ｐｎｓ

＋｛ ｝… ＝

∏
ｐ≠２
１＋ｐ
ｐｓ
＋ ｐ
ｐ２ｓ
＋ｐ

２

ｐ３ｓ
＋ｐ

２

ｐ４ｓ
…＋ｐ

［（ｎ＋１）／２］

ｐｎｓ
＋｛ ｝… ＝

∏
ｐ≠２

１
１－ｐ－（２ｓ－１）

１＋ １
ｐｓ－（ ）｛ ｝１ ＝

∏
ｐ≠２

１
１－ｐ－（２ｓ－１）

（１＋１／ｐｓ－１）（１－１／ｐｓ－１）
（１－１／ｐｓ－１｛ ｝） ＝

∏
ｐ≠２

１
１－ｐ－（２ｓ－１）

１－１／ｐ２（ｓ－１）

１－１／ｐｓ－｛ ｝１ ＝

ζ（ｓ－１）ζ（２ｓ－１）
ζ（２ｓ－２）

１－ １
２ｓ－（ ）１ １－ １

２２ｓ－（ ）１ １－ １
２２ｓ－（ ）２

－１

．

其中　ζ（ｓ）为Ｒｉｅｍａｎｎζ－函数，它在ｓ＝１处有１阶极点，留数为１．函数ｆ（ｓ）ｘｓ／ｓ在ｓ＝２处有一阶极
点，留数为

ｌｉｍ
ｓ→２
（ｓ－２）ｆ（ｓ）ｘ

ｓ

ｓ ＝
ζ（３）
２ζ（２）

·ｘ２ ＝３ζ
（３）
π２
ｘ２．
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由于｜Ｚ０（２ｎ－１）｜≤２ｎ－１，∑
＋∞

ｎ＝１
｜Ｚ０（２ｎ－１）｜（２ｎ－１）－σ≤ζ（σ－１），在引理１中取ｂ＝５／２，Ｔ＞２可得

∑
ｎ≤ｘ
Ｚ０（２ｎ－１）＝ １

２πｉ∫
５／２＋ｉ　Ｔ

５／２－ｉ　Ｔ
ｆ（ｓ）ｘ

ｓ

ｓｄｓ＋Ｏ
ｘ５／２＋ε（ ）Ｔ ． （１）

将式（１）的积分线移至ｓ＝３／２±ｉ　Ｔ，并取Ｔ＝ｘ，可得

１
２πｉ∫

５／２＋ｉ　Ｔ

５／２－ｉ　Ｔ
＋∫

３／２＋ｉ　Ｔ

５／２＋ｉ　Ｔ
＋∫

３／２－ｉ　Ｔ

３／２＋ｉ　Ｔ
＋∫

５／２－ｉ　Ｔ

３／２－ｉ（ ）Ｔ ｆ（ｓ）ｘ
ｓ

ｓｄｓ＝
３ζ（３）
π２
ｘ２． （２）

注意到当３
２ ≤Ｒｅｓ≤

５
２
时，１－ １

２ｓ－（ ）１ １－ １
２２ｓ－（ ）１ １－ １

２２ｓ－（ ）２
－１

１，于是由Ｒｉｅｍａｎｎζ－函数的性质可知

１
２πｉ∫

３／２＋ｉ　Ｔ

５／２＋ｉ　Ｔ
ｆ（ｓ）ｘ

ｓ

ｓｄｓ∫
５／２

３／２

｜ζ（σ－１＋ｉ　Ｔ）｜ｘσ
Ｔ ｄσｘ３／２＋ε． （３）

１
２πｉ∫

５／２－ｉ　Ｔ

３／２－ｉ　Ｔ
ｆ（ｓ）ｘ

ｓ

ｓｄｓ∫
５／２

３／２

｜ζ（σ－１－ｉ　Ｔ）｜ｘσ
Ｔ ｄσｘ３／２＋ε． （４）

１
２πｉ∫

３／２－ｉ　Ｔ

３／２＋ｉ　Ｔ
ｆ（ｓ）ｘ

ｓ

ｓｄｓｘ
３／２＋ε∫

Ｔ

０

ζ（１／２＋ｉｔ）
ｔ＋１ ｄｔｘ３／２＋ε． （５）

于是结合估计式（１）～ （５）可得渐近公式

∑
ｎ≤ｘ
Ｚ０（２ｎ－１）＝３ζ

（３）
π２
ｘ２＋Ｏ（ｘ３／２＋ε）．

从而完成了定理１的证明．
致谢：感谢张文鹏教授的悉心指导．
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