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一类包含Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数和Ｅｕｌｅｒ函数的方程
＊

陈　斌
渭南师范学院 数学系，陕西 渭南７１４０００

摘要：对于任意正整数ｎ，设φ（ｎ）和Ｓ（ｎ）分别是关于ｎ的Ｅｕｌｅｒ函数和Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数．利用初等数论以及组合、

分析的方法，得到了方程φ（ｎ）＝Ｓ（ｎ
ｋ）当ｋ＝８，９时的所有正整数解，同时对方程的解及解的个数进行了讨论．

关　键　词：Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数；Ｅｕｌｅｒ函数；解

中图分类号：Ｏ１５６．４ 文献标志码：Ａ

对于任意正整数ｎ，著名的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｓ（ｎ）定义为使得ｎ　ｍ！的最小正整数ｍ，即就是Ｓ（ｎ）＝
ｍｉｎ｛ｍ：ｍ∈Ｎ＋，ｎ｜ｍ！｝．Ｓ（ｎ）的各种性质是数论及其应用领域中一个十分引人关注的研究课题［１－５］．对
于正整数ｎ，设φ（ｎ）是ｎ的Ｅｕｌｅｒ函数，这里的φ（ｎ）表示不大于ｎ且与ｎ互素的正整数的个数

［６］．关于包
含Ｅｕｌｅｒ函数和Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数的方程

φ（ｎ）＝Ｓ（ｎ
ｋ） （１）

的解，很多学者都进行了研究，得到了一些较好的结果［７－１１］．
本文解决了方程（１）在ｋ＝８，９时的求解问题及解的个数问题，证明了：
定理１　 当ｋ＝８时，方程（１）仅有解ｎ＝１，１２５，２５０，２８９，５７８．
定理２　 当ｋ＝９时，方程（１）仅有解ｎ＝１，３６１，７２２．
定理３　 当ｋ≥１０时，方程（１）仅存在有限个正整数解．
定理４　 若ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｓｓ 是正整数ｎ的标准分解式，且

Ｓｐ（ ）ｋｒ ＝ｍａｘ　Ｓ　ｐｋα１（ ）｛ １ ，Ｓ　ｐｋα２（ ）２ ，…，Ｓ　ｐｋαｓ（ ）｝ｓ

则当ｐ≥２ｋ＋１，且ｋ≥１，ｒ≥２时，方程（１）无解；当２ｋ＋１为素数时，方程（１）仅有２个解，且ｎ＝２ｐ２．
　　 引理１［６］　Ｅｕｌｅｒ函数为积性函数，即对于任意互素的正整数ｍ和ｎ，有

φ（ ）ｍｎ ＝φ（ ）ｍ φ（ｎ）

　　 引理２［６］　 如果ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｓｓ 是正整数ｎ的标准分解式，则有

φ（ｎ）＝∏
ｓ

ｉ＝１
ｐαｉ－１ｉ ｐｉ－（ ）１

　　 引理３　 当ｎ＞２时，必有２φ（ｎ）．
　　 证 　（１°）若正整数ｎ有奇素因子，不妨设为ｐ，则ｐ＞２且２　ｐ－１．又由引理２可得出ｐ－１φ（ｎ），
所以易知２φ（ｎ）．

（２°）若正整数ｎ没有奇素因子，当ｎ＞２时，必有ｎ＝２ｓ，其中ｓ是大于１的正整数，由Ｅｕｌｅｒ函数的性
质易得φ（ｎ）＝２

ｓ－１　２　－（ ）１ ＝２ｓ－１，所以２φ（ｎ）．

＊
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故由步骤（１°）和（２°）可知，引理３成立．
引理４［８］　 如果ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｓｓ 是正整数ｎ的标准分解式，则

Ｓ（ｎ）＝ｍａｘ　Ｓ　ｐα１（ ）｛ １ ，Ｓ　ｐα２（ ）２ ，…，Ｓ　ｐαｓ（ ）｝ｓ

　　 引理５［８］　 对于素数ｐ和正整数ｋ，有Ｓｐ（ ）λ ≤λｐ，特别地，当λ＜ｐ时，有Ｓｐ（ ）λ ＝λｐ．
定理１的证明
把ｋ＝８代入方程（１）可得

φ（ｎ）＝Ｓ　ｎ（ ）８ （２）

显然ｎ＝１是（２）式的解．下面我们主要讨论ｎ＞１时的情况．
设ｎ＞１且ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｓｓ 是正整数ｎ的标准分解式，则由引理４有

Ｓ　ｎ（ ）８ ＝ｍａｘ　Ｓ　ｐ８α１（ ）｛ １ ，Ｓ　ｐ８α２（ ）２ ，…，Ｓ　ｐ８αｓ（ ）｝ｓ ＝Ｓ　ｐ８（ ）ｒ （３）
由引理１可知

φ（ｎ）＝φｐ（ ）ｒ φ
ｎ
ｐ（ ）ｒ ＝ｐｒ－１　ｐ－（ ）１φ

ｎ
ｐ（ ）ｒ （４）

联立（２）－（４）式可得

ｐｒ－１　ｐ－（ ）１φ
ｎ
ｐ（ ）ｒ ＝Ｓ　ｐ８（ ）ｒ （５）

　　① 当ｐ＝２，ｒ＝１时，由（５）式可知

φ
ｎ（ ）２ ＝Ｓ２（ ）８ ＝１０ （６）

由（６）式可推得φ
ｎ（ ）２ ＞１，则ｎ必含奇素因子ｑ，且可得

ｓ（ｑ８）＝

１８　 ｑ＝３
３５　 ｑ＝５
４９　 ｑ＝７
８ｑ　 ｑ＞

烅

烄

烆 ７

（７）

所以（３）式和（６）式矛盾，故当ｐ＝２，ｒ＝１时，（２）式无解．

② 当ｐ＝２，ｒ＝２时，由（５）式可知２φ
ｎ（ ）４ ＝Ｓ２（ ）１６ ＝１８，即φ

ｎ（ ）４ ＝９，与引理３矛盾，所以当ｐ＝２，

ｒ＝２时，（２）式无解．
同理可证，当ｐ＝２，ｒ＝３，４，５，６，７，８时，（２）式无解．
当ｐ＝２，ｒ＞８时，由引理５有

８ｒ≥ １２Ｓ　２
８（ ）ｒ ＝１２２

ｒ－１φ
ｎ
２（ ）ｒ ＝２ｒ－２φ ｎ２（ ）ｒ ≥２ｒ－２＝１４２

ｒ

即３２ｒ≥２ｒ，矛盾．所以当ｐ＝２，ｒ＞８时，（２）式无解．

③ 当ｐ＝３，ｒ＝１时，由（５）式可知２φ
ｎ（ ）３ ＝Ｓ３（ ）８ ＝１８，即φ

ｎ（ ）３ ＝９，与引理３矛盾，所以当ｐ＝３，

ｒ＝１时，（２）式无解．
同理可证，当ｐ＝３，ｒ＝２，３，４时，（２）式无解．
当ｐ＝３，ｒ≥５时，由引理５有

８ｒ≥１３Ｓ　３
８（ ）ｒ ＝２３３

ｒ－１φ
ｎ
３（ ）ｒ ＝２·３ｒ－２φ ｎ３（ ）ｒ ≥２·３ｒ－２ ＞２ｅｒ－２ ＞

２　１＋（ｒ－２）＋１２
（ｒ－２）２＋１６

（ｒ－２）３＋１２４
（ｒ－２）４＋ １

１２０
（ｒ－２）［ ］５ ＞８ｒ

矛盾．所以当ｐ＝３，ｒ≥５时，（２）式无解．

④ 当ｐ＝５，ｒ＝１时，由（５）式可知４φ
ｎ（ ）５ ＝Ｓ５（ ）８ ＝３５，矛盾，故（２）式无解．
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当ｐ＝５，ｒ＝２时，有２０φ
ｎ（ ）２５ ＝Ｓ５（ ）１６ ＝７０，即２φ

ｎ（ ）２５ ＝７，矛盾，故（２）式无解．
当ｐ＝５，ｒ＝３时，有１００φ

ｎ（ ）１２５ ＝Ｓ５
（ ）２４ ＝１００，即φ

ｎ（ ）１２５ ＝１
，所以ｎ＝１２５，２５０，而

φ（ ）１２５ ＝φ５（ ）
３ ＝１００＝Ｓ　５（ ）２４ ＝Ｓ　１２５（ ）８

φ（ ）２５０ ＝φ２·５（ ）３ ＝１００＝Ｓ　５（ ）２４ ＝Ｓ　２５０（ ）８

故ｎ＝１２５，２５０是（２）式的解．

当ｐ＝５，ｒ＝４时，因为５３·４φ
ｎ（ ）６２５ ＞Ｓ５（ ）３２ ＝１３０，所以（２）式无解．

同理可得当ｐ＝５，ｒ＞４时，（２）式也无解．

⑤ 当ｐ＝７，ｒ＝１时，由（５）式可知６φ
ｎ（ ）７ ＝Ｓ７（ ）８ ＝４９，矛盾，故（２）式无解．

同理可得当ｐ＝７，ｒ＝２时，（２）式无解．而当ｐ＝７，ｒ＝３时，因为７２·６φ
ｎ（ ）２４３ ＞Ｓ７（ ）２４ ＝１４７，所

以（２）式无解；当ｐ＝７，ｒ＞３时，（２）式无解；当ｐ＝１１，１３，ｒ≥１时，（２）式无解．

⑥ 当ｐ＝１７，ｒ＝１时，由（５）式可知１６φ
ｎ（ ）１７ ＝Ｓ　１７（ ）８ ＝１７·８，矛盾，故（２）式无解．

当ｐ＝１７，ｒ＝２时，有１７·１６φ
ｎ
１７（ ）２ ＝Ｓ　１７（ ）１６ ＝１７·１６，即φ

ｎ（ ）２８９ ＝１
，故ｎ＝２８９，５７８．而

φ（２８９）＝φ１７（ ）２ ＝２７２＝Ｓ　１７（ ）１６ ＝Ｓ　２８９（ ）８

φ（ ）５７８ ＝２７２＝Ｓ　１７（ ）１６ ＝Ｓ　５７８（ ）８

故ｎ＝２８９，５７８是（２）式的解．

当ｐ＝１７，ｒ≥３时，由于１７ｒ－１·１６φ
ｎ
１７（ ）ｒ ＞Ｓ　１７８（ ）ｒ ，所以（２）式无解．

⑦ 当ｐ＝１９，ｒ＝１时，有１８φ
ｎ（ ）１９ ＝Ｓ　１９（ ）８ ＝８·１９，矛盾，所以（２）式无解．

同理，当ｐ＝１９，ｒ＝２，３时，（２）式无解；当ｐ＝１９，ｒ≥４时，１９ｒ≥１９ｒ－２１８φ
ｎ
１９（ ）ｒ ≥１８·１９ｒ－２，矛

盾．故（２）式无解．

⑧ 当ｐ＞１９，ｒ＝１时，有 ｐ－（ ）１φ
ｎ（ ）ｐ ＝Ｓｐ（ ）８ ＝８·ｐ，因为 ｐ，ｐ－（ ）１ ＝１，且若有 ８ｐｐ－１＝

２ｋ（ｋ∈

Ｎ＋），即ｐ＝ｋ　ｐ－
（ ）１
４

，矛盾，所以（２）式无解．

当ｐ＞１９，ｒ≥２时，由引理５有

８ｒ≥ｐｒ－２　ｐ－（ ）１φ
ｎ
ｐ（ ）ｒ ≥２２·２３ｒ－２

显然矛盾．故（２）式无解．
综上所述可得：当ｋ＝８时，（２）式仅有解ｎ＝１，１２５，２５０，２８９，５７８．这样就证明了定理１．
同理，用相似的方法可以证明定理２也成立．
定理３的证明
对任意给定的正整数ｋ，设ｎ＞１，且ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｓｓ 是正整数ｎ的标准分解式，由Ｓ（ｎ）的定义可知

Ｓ（ｎｋ）＝ｍａｘ　Ｓ　ｐｋα１（ ）｛ １ ，Ｓ　ｐｋα２（ ）２ ，…，Ｓ　ｐｋαｓ（ ）｝ｓ ＝Ｓ　ｐ（ ）ｋｒ

又因

φ（ｎ）＝φｐ（ ）ｒ φ
ｎ
ｐ（ ）ｒ ＝ｐｒ－１　ｐ－（ ）１φ

ｎ
ｐ（ ）ｒ

故由方程（１）可得

ｐｒ－１　ｐ－（ ）１φ
ｎ
ｐ（ ）ｒ ＝Ｓｐ（ ）ｋｒ
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而

ｐ≤Ｓｐ（ ）ｋｒ ≤ｋｒｐ

若ｐｒ－１　ｐ－（ ）１φ
ｎ
ｐ（ ）ｒ ＝ｋｒｐ，则由φ（ｎ）的定义及性质可得ｐｒ－１　ｐ－（ ）１　 ｋｒｐ，即ｐｒ－２　ｐ－（ ）１　 ｋｒ．令ｙ＝

ｐｒ－２　ｐ－（ ）１ －ｋｒ，ｐ为给定的素数，ｙ是ｒ的函数．则

ｙ′＝（ｒ－２）ｐ－（ ）１　ｐｒ－３－ｋ
当ｐ≥２ｋ＋１且ｒ≥２时，可得ｙ′＞０，故此时ｙ是单调递增的，且易得ｙ＞０．
所以方程（１）在ｐ≥２ｋ＋１且ｒ≥２时无解，即仅存在有限个正整数ｎ能使得方程（１）成立．
最后，我们可以由引理１－５，结合定理２、定理３的证明方法，易推出定理４也成立．
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