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一类包含Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ对偶函数方程的解

董小茹，杨瑞妮

（西北大学 数学系，陕西 西安７１０１２７）

摘要：ｎ∈Ｎ＋，Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ对偶函数ｓ＊（ｎ）定义为最大的正整数ｍ，使得ｍ！｜ｎ．利用初等数

论的方法，研究了Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ对偶函数方程∑
ｄ｜ｎ

１
ｓ＊（ｄ）＝ω

（ｎ）Ω（ｎ）的可解性，并获得了该方程

的所有正整数解．
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１　 引言及结论

ｎ∈Ｎ＋，著名的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数ｓ（ｎ）定义为最小的正整数ｍ，使得ｎ｜ｍ！，即ｓ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ｜ｍ

∈Ｎ＋，ｎ｜ｍ！｝．１９９１年，美籍罗马尼亚著名数论专家Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ在文献［１］中建议人们研究它的性
质．许多专家学者对此问题进行研究，得到很多有价值的结论．文献［２］中引入ｓ（ｎ）的对偶函数．对于ｓ（ｎ）
的对偶函数ｓ＊（ｎ）定义为最大的正整数ｍ，使得ｍ！｜ｎ，即ｓ＊（ｎ）＝ｍａｘ｛ｍ｜ｍ∈Ｎ＋，ｍ！｜ｎ｝．因此ｓ＊（ｎ）
的前几项为ｓ＊（１）＝１，ｓ＊（２）＝２，ｓ＊（３）＝１，ｓ＊（４）＝２，ｓ＊（５）＝１，…．由ｓ＊（ｎ）的定义容易推出：当ｎ

为奇数时，ｓ＊（ｎ）＝１；当ｎ为偶数时，ｓ＊（ｎ）≥２．薛西峰在文献［４］中证明了函数方程∑
ｄ｜ｎ
ｓ＊（ｄ）＝ｎ的正

整数解为ｎ＝１，１２．陈斌在文献［５］中证明了函数方程∑
ｄ｜ｎ

１
ｓ＊（ｄ）＝ｋΩ

（ｎ）（ｋ＝２）的所有正整数解．这些

都是对ｋ为某一具体数字的研究，但是ｋ变动时还没有人研究．本文利用初等方法研究了一类包含Ｆ．
Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ对偶函数方程的可解性．具体考虑了以下问题：是否 ｎ∈Ｎ＋ 满足方程

∑
ｄ｜ｎ

１
ｓ＊（ｄ）＝ω

（ｎ）Ω（ｎ）． （＊）

其中 　Ω（ｎ）表示ｎ的所有素因子的个数，包括重数，ω（ｎ）表示ｎ的所有不同素因子的个数．即当ｎ＝
ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ 的标准形式时，Ω（ｎ）＝α１＋α２＋…＋αｋ，ω（ｎ）＝ｋ．

定理１［３］　 方程∑
ｄ｜ｎ

１
ｓ＊（ｄ）＝ω

（ｎ）Ω（ｎ）的解有如下几种：

（１）当ｎ为奇数时，方程的解的形式为ｎ＝ｐα１１ｐ２，ｎ＝ｐ２１ｐ２ｐ３，ｎ＝ｐ１ｐ２ｐ３ｐ４；
（２）当ｎ为偶数时，方程的解的形式为ｎ＝２２，ｎ＝２６　ｐ４１，ｎ＝２４　ｐ５１，ｎ＝２３　ｐ７１，ｎ＝２４　ｐ３１ｐ２，ｎ＝２２　ｐ１ｐ５２，
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ｎ＝２ｐ３１ｐ２２，ｎ＝２２　ｐ１ｐ２ｐ２３，ｎ＝２４３３０，ｎ＝２６３１２；ｎ＝２２·３ｐ８２，ｎ＝２２·３３　ｐ２２，其中ｐｉ＞３．

２　 定理１的证明

当ｎ为奇数时，设ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ，由于∑
ｄ｜ｎ

１
ｓ＊（ｄ）＝∑ｄ｜ｎｓｋ（ｎ）＝ （１＋α１）（１＋α２）…（１＋αｋ），其中

ｓｋ（ｎ）＝ｍａｘ｛ｍ｜ｍ∈Ｎ，ｍｋ｜ｎ｝．参见文献［６］，在此不再重复．
假设ｎ为偶数且ｎ＝２α·ｎ１，其中α≥１，ｎ１ 为奇数．
（１）当ｎ１ ＝１时，ｎ＝２α．ω（ｎ）Ω（ｎ）＝α．

∑
ｄ｜ｎ

１
ｓ＊（ｄ）＝１＋ ∑ｄ｜ｎ，ｄ＞１

１
ｓ＊（ｄ）＝１＋

１
２α
，

则式（＊）变为１＋（１／２）α＝α，推出α＝２，所以ｎ＝２２ 为式（＊）的解．
（２）当ｎ１ ＞１，ｎ１ ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ 　（ｐｉ＞３）时，ω（ｎ）Ω（ｎ）＝ （ｋ＋１）（α１＋α２＋…＋αｋ）．
（ⅰ）当ｎ１ ＝ｐα１１ 时，有

∑
ｄ｜ｎ

１
ｓ＊（ｄ）＝∑ｄ｜ｎ１

１
ｓ＊（ｄ）＋∑

α

ｉ＝１
∑
ｄ｜ｎ１

１
ｓ＊（２ｉｄ）＝

（１＋α１）＋ １
２
（１＋α１（ ））α＝ （１＋α１）１＋１２（ ）α ，

则式（＊）变为（１＋α１）（１＋（１／２）α）＝２（α＋α１），即α＝２（１＋２／（α１－３）），由此推出α＝６，α１＝４；α＝
４，α１ ＝５；α＝３，α１ ＝７．所以ｎ＝２６　ｐ４１，ｎ＝２４　ｐ５１，ｎ＝２３　ｐ７１ 为式（＊）的解．

（ⅱ）当ｎ１ ＝ｐα１１ｐα２２ 时，有

∑
ｄ｜ｎ

１
ｓ＊（ｄ）＝∑ｄ｜ｎ１

１
ｓ＊（ｄ）＋∑

α

ｉ＝１
∑
ｄ｜ｎ１

１
ｓ＊（２ｉｄ）＝

（１＋α１）（１＋α２）＋１２α
（１＋α１）（１＋α２）＝

（１＋α１）（１＋α２）（１＋（１／２）α），
则 式（＊）变为（１＋α１）（１＋α２）（１＋（１／２）α）＝３（α＋α１＋α２）．

① 若有一个αｉ满足αｉ＝１（ｉ＝１，２），不妨设α１＝１，则有２（１＋α２）（１＋（１／２）α）＝３（１＋α＋α２），即

α＝１＋３／（α２－２）．由此推出α＝４，α２＝３；α＝２，α２＝５．所以ｎ＝２４　ｐ１ｐ３２或ｎ＝２４　ｐ３１ｐ２；ｎ＝２２　ｐ５１ｐ２或

ｎ＝２２　ｐ１ｐ５２ 为（＊）的解．
② 若有２个αｉ满足αｉ＝１时，则有４（１＋（１／２）α）＝３（２＋α），由此推出α＝－２，不满足方程（＊）的

解．
③ 若α＝１时，则有（３／２）（１＋α１）（１＋α２）＝３（１＋α１＋α２），即α１＝１＋２／（α２－１），由此可推出α１

＝３，α＝２；α１ ＝２，α２ ＝３．所以ｎ＝２ｐ３１ｐ２２ 或ｎ＝２ｐ２１ｐ３２ 为式（＊）的解．
④ 若α＝α１ ＝α２ ＝１时．可验证方程（＊）无解．
（ⅲ）当ｎ１ ＝ｐα１１ｐα２２ｐα３３ 时，有

∑
ｄ｜ｎ

１
ｓ＊（ｄ）＝∑ｄ｜ｎ１

１
ｓ＊（ｄ）＋∑

α

ｉ＝１
∑
ｄ｜ｎ１

１
ｓ＊（２ｉｄ）＝

（１＋α１）（１＋α２）（１＋α３）１＋１２（ ）α ，
则式（＊）变为

（１＋α１）（１＋α２）（１＋α３）（１＋（１／２）α）＝４（α＋α１＋α２＋α３）．
同上讨论可推出式（＊）的解为ｎ＝２２　ｐ１ｐ２ｐ２３ 或ｎ＝２２　ｐ１ｐ２２ｐ３ 或ｎ＝２２　ｐ２１ｐ２ｐ３．

（ⅳ）当ｎ１ ＝ｐα１１ｐα２２ｐα３３ｐα４４ 时且α≥２，有

∑
ｄ｜ｎ

１
ｓ＊（ｄ）＝

（１＋α１）（１＋α２）（１＋α３）（１＋α４）１＋１２（ ）α ＞５（α＋α１＋α２＋α３＋α４）．
可验证当α＝１时，方程（＊）无解．

（ⅴ）当ｎ１ ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ （ｋ≥５）时，有

∑
ｄ｜ｎ

１
ｓ＊（ｄ）＝

（１＋α１）（１＋α２）…（１＋αｋ）１＋１２（ ）α ＞ （ｋ＋１）（α＋α１＋α２＋…＋αｋ），
由此推出方程（＊）无解．

（３）当ｎ１ ＞１，ｎ１ ＝３α１ｐα２２ …ｐαｋｋ （ｐ２ ＜ｐ３ ＜ … ＜ｐｋ）时．ω（ｎ）Ω（ｎ）＝ （ｋ＋１）（α１＋α２＋…＋αｋ）．
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（ⅰ）当ｋ＝１，ｎ１ ＝３α１．
①α＝１时，

∑
ｄ｜ｎ

１
ｓ＊（ｄ）＝∑ｄ｜ｎ１

１
ｓ＊（ｄ）＋∑ｄ｜ｎ１

１
ｓ＊（２ｄ）＝

（１＋α１）＋１２＋
１
３α１ ＝

３
２＋

４
３α１．

则式（＊）变为３２＋
４
３α１ ＝２

（１＋α１），即α１ ＝－３４
，不满足方程（＊）的解．

②α＝２时，

∑
ｄ｜ｎ

１
ｓ＊（ｄ）＝∑ｄ｜ｎ１

１
ｓ＊（ｄ）＋∑ｄ｜ｎ１

１
ｓ＊（２ｄ）＋∑ｄ｜ｎ１

１
ｓ＊（２２　ｄ）＝

（１＋α１）＋２ １２＋
１
３α（ ）１ ＝２＋５３α１．

则式（＊）变为２＋（５／３）α１ ＝２（２＋α１），即α１ ＝－６，不满足方程（＊）的解．
③α≥３时，

∑
ｄ｜ｎ

１
ｓ＊（ｄ）＝∑ｄ｜ｎ１

１
ｓ＊（ｄ）＋∑ｄ｜ｎ１

１
ｓ＊（２ｄ）＋∑ｄ｜ｎ１

１
ｓ＊（２２　ｄ）＋∑

α

ｉ＝３
∑
ｄ｜ｎ１

１
ｓ＊（２ｉｄ）＝

（１＋α１）＋２ １２＋
１
３α（ ）１ ＋（α－２）１２＋１４α（ ）１ ＝１＋５３α１＋１２α－１２α１＋１４αα１．

则式（＊）变为１＋５３α１＋
１
２α－

１
２α１＋

１
４αα１＝２

（α＋α１），即α＝１０３＋
１６
α１－６

．可推出α＝４，α１＝３０；α＝

６，α１ ＝１２．所以ｎ＝２４３３０，ｎ＝２６３１２ 为方程（＊）的解．
（ⅱ）当ｋ＝２，ｎ１ ＝３α１ｐα２２ ．

∑
ｄ｜ｎ１

１
ｓ＊（ｄ）＝∑ｄ｜ｎ１

１
ｓ＊（ｄ）＋∑

α

ｉ＝１

１
ｓ＊（２ｉ）＋∑

２

ｉ＝１
∑
α１

ｊ＝１

１
ｓ＊（２ｉ３ｊ）＋∑

α

ｉ＝３
∑
α１

ｊ＝１

１
ｓ＊（２ｉ３ｊ）＋∑

α

ｉ＝１
∑
α２

ｍ＝１

１
ｓ＊（２ｉｐｍ２）

＋

∑
２

ｉ＝１
∑
α１

ｊ＝１
∑
α２

ｍ＝１

１
ｓ＊（２ｉ３ｊｐｍ２）

＋∑
α１

ｊ＝１
∑
α２

ｍ＝１

１
ｓ＊（２３３ｊｐｍ２）

＋∑
α２

ｍ＝１

１
ｓ＊（２４３ｐｍ２）

＋

∑
α

ｉ＝４
∑
α１

ｊ＝２
∑
α２

ｍ＝１

１
ｓ＊（２ｉ３ｊｐｍ２）

． （１）

　　 ①２≥α≥１，α１，α２ ≥１．

当α＝１时，式（１）为（１＋α１）（１＋α２）＋１２＋
１
３α１＋

α２
２＋

α１α２
３ ＝３（１＋α１＋α２），经验证方程（＊）无

正整数解．

当α＝２时，式（１）为（１＋α１）（１＋α２）＋１＋２３α１＋α２＋
２α１α２
３ ＝３（２＋α１＋α２），经验证α１＝１，α２＝

８，α１ ＝３，α２ ＝２，所以ｎ＝２２·３ｐ２８，ｎ＝２２·３３　ｐ２２ 为方程（＊）的解．
②α＝３，α１，α２ ≥１．

当ｐ２ ＝５，（１＋α１）（１＋α２）＋３２＋
２
３α１＋

α１
４＋

３α２
２ ＋

２α１α２
３ ＋α１α２５ ＝３（３＋α１＋α２）；

当ｐ２ ＞５，（１＋α１）（１＋α２）＋３２＋
２
３α１＋

α１
４＋

３α２
２ ＋

２α１α２
３ ＋α１α２４ ＝３（３＋α１＋α２）．

经验证方程（＊）无正整数解．
③α＝４，α１ ＝１．

当ｐ２ ＝５，（１＋α１）（１＋α２）＋４２＋
２
３α１＋

α１
４＋

４α２
２ ＋

２α１α２
３ ＋α１α２５ ＋α２５ ＝３

（４＋α１＋α２）；

当ｐ２ ＞５，（１＋α１）（１＋α２）＋４２＋
２
３α１＋

α１
４＋

４α２
２ ＋

２α１α２
３ ＋α１α２４ ＋α２４ ＝３

（４＋α１＋α２）．

经验证方程（＊）无正整数解．
④α≥４，α１ ≥２．

当ｐ２ ＝５，（１＋α１）（１＋α２）＋α２＋
２α１
３ ＋

（α－２）α１
４ ＋αα２２ ＋

２α１α２
３ ＋α１α２５ ＋α２５＋

（α－３）（α１－１）α２
６ ＝
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３（α＋α１＋α２）；

当ｐ２ ＞５，（１＋α１）（１＋α２）＋α２＋
２α１
３ ＋

（α－２）α１
４ ＋αα２２ ＋

２α１α２
３ ＋α１α２４ ＋α２４＋

（α－３）（α１－１）α２
４ ＝

３（α＋α１＋α２）．
同理可验证这两个不定方程无正整数解．

（ⅲ）当ｋ＝３，４时，同理可证方程（＊）无解．
（ⅳ）当ｋ≥５时，有（１＋α１）（１＋α２）…（１＋αｋ）＞ （ｋ＋１）（α１＋α２＋…＋αｋ）．

∑
ｄ｜ｎ

１
ｓ＊（ｄ）＞∑ｄ｜ｎ１

１
ｓ＊（ｄ）＋ ∑

ｄ｜２α，ｄ＞１

１
ｓ＊（ｄ）＋∑

ｋ

ｉ＝２
∑

ｄ｜２α，ｄ＞１

１
ｓ＊（ｄｐｉ）

＋

∑
ｋ

２≤ｉ＜ｊ
∑

ｄ｜２α，ｄ＞１

１
ｓ＊（ｄｐｉｐｊ）

＋ ∑
２≤ｉ＜ｊ＜ｍ

∑
ｄ｜２α，ｄ＞１

１
ｓ＊（ｄｐｉｐｊｐｍ）

＝

（１＋α１）（１＋α２）＋…＋（１＋αｋ）＋１２α＋
１
２α
［（ｋ－１）＋（ｋ－２）＋…＋１］＋１２α＞

（ｋ＋１）（α１＋α２＋…＋αｋ）＋（ｋ＋１）α＝ （ｋ＋１）（α＋α１＋α２＋…＋αｋ）．
故方程（＊）无解．
综上所述，定理证毕．
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