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一类包含伪 Smarandache函数的方程

张利霞，赵西卿

( 延安大学 数学与计算机科学学院，陕西 延安 716000)

摘 要:对于任意正整数 n，Z( n) ，SL( n) ，φe ( n) 分别为伪 Smarandache 函数，Smarandache LCM 函

数和广义 Euler函数。利用 Z( n) ，SL( n) ，φe( n) 的基本性质结合初等方法研究了方程 Z( SL( n) )
= φe( n) 在 e = 1，2 时的可解性，并给出方程的所有正整数解 .
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对于任意正整数 n，伪 Smarandache 函数 Z( n)

定义为最小的正整数 m使得 n m( m + 1)
2 ，即 Z( n)

= min { m: m∈N，n m( m + 1) }2
［1］
。Smarandache

LCM函数定义为最小的正整数 k 使得 n |［1，2，…，
k］，即 SL( n) = min{ k: k∈N，n |［1，2，…，k］}［2］。
对于任意整数 e≥1，广义 Euler函数定义为

φe ( n) = 
1≤i≤n /e
( i，n) = 1

= 
［ne］

i = 1
( i，n) = 1

1，

特别地，当 e |φ( n) 时，有 φe ( n) =
φ( n)
e
［3］

。

近年来，许多学者对伪 Smarandache 函数，Sma-
randache LCM 函数和 Euler 函数的性质进行了研究
并取得了许多有意义的结果［4 － 8］，例如文［5］求解
了方程 Z( n) = S( n) 和 Z( n) + 1 = S( n) 的所有正整
数解。文［6］研究了函数方程 φ( n) = Z( n2 ) ，得出

它仅有 n = 1 的正整数解。文［7］中研究了复合函
数 SL( Z( n) ) 的均值，并得到一个较强的渐进公式


n≤x

SL( Z( n) ) = π
2

18·
( x)

3
2

1n 2槡 x

+
k

i = 2

bi ( 2x)
3
2

1ni 2槡 x
+ (O x

3
2

1nk + 1 )x
，

其中 bi ( i = 2，3，…，k) 为可计算的常数，Z ( n) 为著
名的伪 Smarandache函数。
文［8］研究了方程 S( SL( n) ) = φ( n) 的可解性

并得出方程仅有 n = 1，8，9，12，18 的解。
本文在上述文献的启示下，主要研究伪 Smaran-

dache函数 Z( n) 和 LCM 函数 SL( n) 的复合函数与
广义 Euler函数 φe ( n) ( e = 1，e = 2 ) 之间的关系，结
论丰富了对伪 Smarandache 函数、LCM 函数和 Euler
函数的研究内容，具体结果如下:

定理 1 方程 Z( SL( n) ) = φ( n) 有且仅有 n =
1，p，2p的解，其中 p为奇素数。
定理 2 方程 Z( SL( n) ) = φ2 ( n) 有且仅有 n =

12，3p，4p，6p的解，其中 p≥5 为奇素数。

1 相关引理

引理 1［9］ 对任意正整数 n，SL( n) = max{ pαii }

( 1≤i≤k) ，其中 n = pα11 ，p
α2
2 …pαkk ，pi 为素数，特别地

SL( pα ) = pα。
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引理 2［10］ 对任意素数 p≥3 和任意的 k∈N，
( 1) Z( pk ) = pk － 1;
( 2) Z( 2k ) = 2 k + 1 － 1。
引理 3［11］ Euler 函数是积性函数。即对任意

互素的正整数 a和 b，有 φ( ab) = φ( a) φ( b) 。
引理 4 对于正整数 n，
( 1) 方程 φ( n) = 1，仅整数解 n = 1，2;
( 2) 方程 φ( n) = 2，仅整数解 n = 3，4，6。
证明 ( 1) 当 n = 1，2 时，显然 φ( n) = 1。
当 n ＞ 2 时，由文献［2］第 6 － 1 节得
φ( n) = 2k，( k = 1，2，3，…) ，显然 φ( n) ≠1。
综上方程 φ( n) = 1，仅整数解 n = 1，2。
( 2) 证明参照文献［12］。

2 定理 1 的证明

当 n = 1，显然是方程的解。

下面我们在证当 n ＞ 1 之前，先设 n =∏
k

i = 1
pαii ，其

中( pi，pj ) = 1( i≠j) 。
( 1) 当 k = 1，即 n = 2α 或 n = pα，其中 p 为奇素

数，我们讨论方程 Z( SL( n) ) = φ( n) 的解。首先讨
论当 n = 2α 时，我们有

( ⅰ) 当 α = 1 时，Z( SL( 2) ) = 3 = φ( 2 ) = 1 矛
盾，故方程无解。
( ⅱ) 当 α≥2 时，Z( SL( 2α ) ) = 2α + 1 － 1 显然是

奇数，但 φ( 2α ) = 2α － 1显然是偶数，故方程无解。
接着讨论当 n = pα ( p为奇素数) 时，我们有
( ⅰ) 当 α = 1 时，Z( SL( p) ) = p － 1 = φ( p) 恒成

立，故 n = p是方程的解。
( ⅱ) 当 α≥2 时，S ( SL ( pα ) ) = pα － 1 = φ ( pα )

= pα － 1 ( p － 1) 矛盾，因为 p |φ( pα ) ，但
pZ( SL( pα ) ) ，故方程无解。
综上当 k = 1 时，n = p是方程的解。

( 2) 当 k≥2，设 φ( n) = φ( pα ) φ( n
pα
) =

pα － 1 ( p － 1) φ( n1 ) ，

其中 n1 =
n
pα
，( pα，n1 ) = 1。

令 max{ pαii } = pα，由引理 1 有
Z( SL( n) ) = Z( pα ) 。
下面我们讨论方程 Z( SL( n) ) = φ( n) 在 k≥2

的解。
( ⅰ) 当 α = 1 时，要使 Z( SL( n) ) = p － 1 =

φ( n) = ( p － 1) φ( n1 ) 成立，即 φ( n1 ) = 1，结合引理
4 得 n1 = 1，2，进而根据题设 k≥2 得 n = 2p，故 n =
2p是方程的解。
( ⅱ) 当 α≥2 时，同样要求 Z( SL( n) ) = pα － 1

= φ( n) = pα － 1 ( p － 1 ) φ( n1 ) 的解，首先求解 φ( n1 )

的值。因为 pα － 1 = ( p － 1 ) ( pα － 1 + pα － 2 +… + p +

1) ，所以 φ( n1 ) = 1 + 1
p + 1

p2
+ + 1

pα － 1，显然 φ( n1 )

无整数值，故方程无解。
综上当 k≥2 时，n = 2p是方程的解。

3 定理 2 的证明

当 n = 1，显然方程无解。
下面我们在证当 n ＞ 1 之前，同样先设

n =∏
k

i = 1
pαii ，其中( pi，pj ) = 1( i≠j) 。

( 1) 当 k = 1，即 n = 2α 或 n = pα，其中 p 为奇素
数，我们讨论方程 Z( SL( n) ) = φ2 ( n) 的解。首先讨

论当 n = 2α 时，我们有

( ⅰ) 当 α = 1 时，Z( SL( 2) ) = 3 = φ2 ( 2) = 1 矛
盾，故方程无解。
( ⅱ) 当 α≥2 时，Z( SL( 2α ) ) = 2α + 1 － 1 显然是

奇数，但 φ2 ( 2α ) = 2α － 2显然是偶数，故方程无解。

接着讨论当 n = pα ( p为奇素数) 时，我们有
( ⅰ) 当 α = 1 时，Z( SL( p) ) = p － 1 = φ2 ( p) =

1
2 φ( p) 矛盾，故方程无解。

( ⅱ) 当 α≥2 时，S( SL( pα ) ) = pα － 1 = φ2 ( pα )

= 1
2 pα － 1 ( p － 1) 矛盾，同样因为 p |φ2 ( pα ) ，但

pZ( SL( pα ) ) ，故方程无解。
综上当 k = 1 时，方程无解。

( 2) 当 k≥2，设 φ2 ( n) =
1
2 φ( p

α ) φ( n
pα
)

= 1
2 pα － 1 ( p － 1) φ( n1 ) ，

其中 n1 =
n
pα
，( pα，n1 ) = 1。

令 max{ pαii } = pα，由引理 1 有
Z( SL( n) ) = Z( pα ) 。
下面我们讨论方程 Z( SL( n) ) = φ2 ( n) 在 k≥2

的解。
( ⅰ) 当 α = 1 时，要使 Z( SL( n) = p － 1 = φ2 ( n)
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= 1
2 ( p － 1 ) φ( n1 ) 成立，即 φ ( n1 ) = 2，结合引理 4

得 n1 = 3，4，6。根据题设条件易得:当 p =3时，n =12
是方程的解;当 p≥5时，n =3p，4p，6p是方程的解。
( ⅱ) 当 α≥2 时，同样要求 Z( SL( n) ) = pα － 1

= φ2 ( n) =
1
2 pα － 1 ( p － 1) φ( n1 ) 的解，同样要先求解

φ( n1 ) 的值。

因为 pα － 1 = ( p － 1) ( pα － 1 + pα － 2 +… + p + 1) ，

所以 φ( n1 ) = 2 + 2
p + 2

p2
+ + 2

pα － 1，

显然 φ( n1 ) 无整数值，故方程无解。
综上当 k≥2 时，n = 12，3p，4p，6p 是方程的解，

其中 p≥5 为奇素数。
猜想:方程 Z( SL( n) ) = φ3 ( n) 有可数个解。
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An Enquation Involving the Pseudo Smarandache Function
ZHANG Li-xia，ZHAO Xi-qing

( College of Mathematics and Computer Science，Yan'an University，Yan'an 716000，China)
Abstract: For any positive integer，Z( n) ，SL( n) ，φe ( n) is pseudo Smarandache function，Smarandache LCM func-
tion and generalized Euler function． The solvability of equation S( SL( n) ) = φe ( n) e = 1，2 was studied and all the
positive integer solutions of the equation were given by using the property of S( n) ，SL( n) ，φe ( n) and elementaey
method．
Key words: pseudo Smarandache function; Smarandache LCM function; generalized Euler function; positive inte-
ger solutions
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