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两个包含 Smarandache函数和 Euler函数的方程
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摘　要　对任意正整数 n, 著名的 Smarandache函数 S(n)定义为最小的正整数 m, 使得 n m!.Euler函数 φ(n)定义为所有不

超过 n且与 n互素的正整数的个数。用初等方法研究了方程 φ(n)=S(n2)和 φ(n)=S(n3), 并给出了它们的全部解。
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2008年 9月 26日收到

　　对任意正整数 n,令 S(n)表示 Smarandache函

数 ,其定义为使 n m!的最小的正整数 m,即 S(n)

=min{m∶n m!, m∈ N}。如果 n=p
α1
1 p

α2
2 …p

αk
k为 n

的标准因子分解式 ,则由定义容易推出 S(n)=max
1≤i≤k

{s(p
αi
i)}, Smarandache教授在文献 [ 1]中介绍了这

个函数并要求我们研究它的性质。Euler函数 φ(n)

表示所有不超过 n且与 n互素的正整数的个数。

马金萍老师在文献 [ 2]中研究了方程 φ(n)=

S(n),并给出了它的全部解 n=1, 8, 9, 12, 18。本文

在研究张文鹏老师《初等数论 》
[ 3]
的基础上 ,利用初

等方法研究方程 φ(n)=S(n
2
)和 φ(n)=S(n

3
),并

给出了它们的全部正整数解 ,也就是要证明下面的:

定理 1　方程 φ(n)=S(n
2
)有且仅有四个解

n=1, 24, 25, 50。

定理 2　方程 φ(n)=S(n
3
)有且仅有四个解

n=1, 48, 49, 98。

用初等方法直接证明定理 ,为此我们先要引入

一个引理:

引理
[ 4]
　如果 p为一素数 ,那么 S(p

k
)≤kp;如

果 k<p,那么 S(p
k
)=kp,其中 k为任意给定的正

整数。

设 n=p
α1
1 p

α2
2 …p

αk
k为 n的标准因子分解式 ,

令　S(n)=max
1≤i≤k

{S(p
αi
i)}=S(p

α
), n=p

α
n1。

其中 p为素数且(n1 , p)=1,则

S(n
2
)=max

1≤i≤k
{S(p

2α
i

i )}=S(p
2α
)。

由 φ(n)的定义可得

φ(n)=p
α1-1
1 (p1 -1)p

α2-1
2 (p2 -1)…p

αk-1
k (pk-1)=

φ(p
α
)φ(n1)=p

α-1
(p-1)φ(n1)。

令 φ(n)=S(n
2
),则有 p

α-1
(p-1)φ(n1)=S(p

2α
)。

显然 n=1是方程 φ(n)=S(n
2
)的解 ,如果 n>

1我们将分类讨论如下:

(1)令 α=1。

如果 p=2, 则 S(n
2
)=S(2

2
)=4, φ(n)=(2-

1)φ(n1),

由 φ(n)=S(n
2
)可得 φ(n1)=4,所以 n1 =5,

即 n=2×5,但 φ(2· 5)=4≠S(2
2
×5

2
)=10,

所以 n=2×5不是此方程的解 。

如果 p≥3,由引理可得 S(p
2
)=2p,

φ(n)=(p-1)φ(n1), 所以 2p=(p-1)

φ(n1),解得当 p=3时 , φ(n1)=3,此式无解 。

(2)令 α=2。

如果 p=2, 则 S(n
2
)=S(2

4
)=6 =φ(n)=

2(2-1)φ(n1),此式无解。

如果 p=3, 则 S(n
2
)=S(3

4
)=9 =φ(n)=

3(3-1)φ(n1),此式无解。

如果 p=5, 则 S(n
2
)=S(5

4
)=20 =φ(n)=5

(5-1)φ(n1),

解得 φ(n1)=1,即 n1 =1, n=5
2
=25和 n1 =2,

n=5
2
×2=50是方程的解。

如果 p≥7, 则 S(n
2
)=S(p

4
)=4p=φ(n)=



p(p-1)φ(n1),

由于 p-1>4,故上式无解 。

(3)令 α=3。

如果 p=2, 则 S(n
2
)=S(2

6
)=8 =φ(n)=

4(2-1)φ(n1), 　

解得 φ(n1)=2 , n1 =3即 n=2
3
×3=24是方程

的解。

如果 p=3, 则 S(n
2
)=S(3

6
)=15=φ(n)=3

2

(3-1)φ(n1), 此式无解。

如果 p=5, 则 S(n
2
)=S(5

6
)=25=φ(n)=5

2

(5-1)φ(n1), 此式无解。

如果 p=7, 则 S(n
2
)=S(7

6
)=42=φ(n)=7

2

(7-1)φ(n1), 此式无解。

如果 p>7, 则 S(n
2
)=S(p

6
)=6p=φ(n)=p

2

(p-1)φ(n1),

由于 p-1>6, 所以此式无解 。

(4)令 α=4。

如果 p=2, 则 S(n
2
)=S(2

8
)=10=φ(n)=2

3

(2-1)φ(n1), 此式无解。

如果 p≥3,由引理可得 S(p
8
)≤8p,

由 φ(n)=p
3
(p-1)φ(n1)和 p

3
>8p可得 φ(n)

>8p, 故此式无解 。

(5)令 α=5

如果 p=2, 则 S(n
2
)=S(2

10
)=12=φ(n)=2

4

(2-1)φ(n1), 此式无解 。

如果 p≥3,由引理可得 S(p
10
)≤10p,

由 φ(n)=p
4
(p-1)φ(n1)和 p

4
>10p可得 φ

(n)>10p, 故此式无解。

(6)令 α≥6

如果 p≥2,由引理可得 S(p
2α
)≤2αp,

由 φ(n)=p
α-1
(p-1)φ(n1)和 p

α-1
>2pα可得

φ(n)>2pα, 故此式无解。

　结合以上的 ⑴到 ⑹ ,我们可得方程 φ(n)

=S(n
2
)有且仅有四个解 n=1 , 24, 25 , 50.

这就证明了定理 1,用同样的方法我们可以证

明定理 2。
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[ Abstract] 　Foranypositiveintegern, thefamousSmarandachefunctionS(n)isdefinedasthesmallestpositive

integermsuchthatn m!.TheEulerfunctionφ(n)isdefinedtobethenumberofpositiveintegersnotexceeding

nwhicharerelativelyprimeton.Themainpurposeisusingtheelementarymethodtostudytheequationφ(n)=S

(n
2
)andφ(n)=S(n

3
), andisgivenallsolutionsforthem.
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