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两个数论函数的混合均值公式
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摘　要:对任意正整数 n, Smarandache函数 V(n)定义为:V(1)=U(1)=1;n>1时 ,令 n=p
α1
1

p
α
2

2 …p
α
r
r是 n的标准分解式 ,则 V(n)=min

1≤i≤r
{α1· p1 , α2· p2 , … , αr·pr};U(n)=max

1≤i≤r
{α1· p1 , α2·

p2 , …, αr· pr}.利用素数函数 π(x)和 Riemannzeta-函数 ζ(s)的解析性质 ,通过分区间讨论的方法

研究了两个 Smarandache函数 U(n)与 V(n)的混合均值 ,并给出了它的一个渐近公式。
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1　引言及结论
对任意正整数 n,在 [ 1]中 Smarandache函数 V(n)定义为:V(1)=U(1)=1;n>1时 ,令 n=p

α1
1 p

α2
2 …p

αr
r

是 n的标准分解式 ,则 V(n)=min
1≤i≤r
{α1·p1 , α2·p2 , … , αr·pr};U(n)=max

1≤i≤r
{α1· p1 , α2· p2 , … , αr· pr}.关

于函数 V(n)和 U(n),有些学者进行了研究 ,获得了一些较好的结果 。例如 ,沈虹
[ 2]
研究了 V(n)与 p(n)差

的平方均值分布性质 ,并得到了一个渐近公式:
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其中 p(n)是 n的最小素因子。徐哲峰
[ 3]
研究了 U(n)的均值分布性质 ,并得到了一个渐近公式:

∑
n≤x
(U(n)-P(n))
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其中 ζ(n)为 Riemann-zeta函数。Chenjianbin
[ 4]
还利用初等方法证明了 ,对任意的正整数 n,

∑
d n
U(d)=n

有且只有两个解 ,即 n=1, 28.

本文利用初等的方法研究了 V(n)与 U(n)的一个混合均值分布 ,并给出了一个渐近公式 ,即:

定理

∑
n≤x
V(n)U(n)=

x
3
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其中 ai=(i-1)!为可计算的常数。

2　三个简单引理
为了完成定理的证明 ,需要下面这三个简单引理:

引理 1　设 x>1是实数 ,则有:

π(x)=∑
p≤x

1 =∑
k

i=1
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x
.
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其中 ai=(i-1)!.

证明 　参阅文献 [ 5] 的 3.1中的定理 3.2。

引理 2　设 p是素数 ,则有:

∑
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证明 　由引理 1及 [ 6]中 Abel恒等式得:
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于是完成了引理 2的证明。

引理 3　设 r≥ 2是任意正整数 ,且 n=p
α1
1 p

α2
2 …p

αr
r是 n的标准分解式 ,则有:

U(n)≤max
1≤i≤r
{p
α1
1 , p

α2
2 , … , p
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r};V(n)≤

r
n.

证明 　令 x=min
1≤i≤r
{p
α1
1 , p

α2
2 , … , p

αr
r}.则 x≤

r
n;,注意到 U(n)和 V(n)的定义 ,有 1≤s, t≤r使得 x=

p
αs
s;U(n)=αtpt从而

V(n)=min
1≤i≤r
{α1· p1 , α2·p2 , … , αr· pr}≤αsps≤p
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于是完成了引理 3的证明。

3　定理的证明
下面来证明定理 。对任意的正整数 n>1,令 n=p

α1
1 p

α2
2 …p

αr
r是 n的标准分解式 。把区间(1, x]的所有正

整数 n分成如下两部分:

A:ω(n)=1,即就是所有 n=p
α
≤x的正整数 ,其中 p是素数 , α是任意正整数;

B:ω(n)≥ 2,其中 ω(n)表示 n的不同素因子的个数。

下面逐一进行计算:

(i)当 n∈ A时 ,此时可设 n=p
α
,则有 U(n)=V(n)=α·p,从而由引理 1及引理 2得

∑
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由引理 2及 Abel恒等式得
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把(2)式和(3)式代入(1)式 ,得

∑
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(ii)当 n∈ B时 ,此时可设 n=p
α1
1 p
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2 …p
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r , r≥ 2且令 V(n)=α1·p1 , U(n)=α2p2 ,注意到 n=p
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综合以上(i)和(ii)得:

∑
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V(n)U(n)=1 +∑
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于是完成了定理的证明。
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Abstract:Foranypositiveintegern, defineV(1)=U(1)=1, andV(n)=min
1≤i≤r
{α1· p1 , α2· p2 , … , αr· pr}

andU(n)=max
1≤i≤r
{α1· p1 , α2· p2 , …, αr· pr}ifn>1, whereα1 , p1 , α2 , p2 , …, αr, prsatisfyn=p

α1
1 p

α2
2 …p

αr
r

whichdecomposesnintoprimepowers.Basedontheanalyticpropertiesoftheprimefunctionπ(x)andRiemann

zeta-functionζ(s), thehybridmeanvalueinvolvingtwoSmarandachefunctionsisstudiedbyusinganinterval

halvingmethod, andfurtheranasymptoticformulaisgiven.
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Initialboundaryvalueproblemofsemilinearparabolicequation
withcriticalinitialdata

ZhangWenying
(SchoolofScience, HarbinEngineeringUniversity, Harbin150001, China)

Abstract:Theinitialboundaryvalueproblemofsemilinearparabolicequationut-Δu=f(u)withcriticalinitial

dataJ(u0)=d, I(u0)<0 isconsiderd.Byusingthetheoryofpotentialwells, itisshownthatiff(u)satisfiesas-

sumption(H), u0(x)∈ H
1
0(Ψ), J(u0)=dandI(u0)<0, thentheproblemdoesnotadmitanyglobalsolution.So

thisopenproblemisresolvedandtheexistingresultsaresupplementedinessential.

Keywords:semilinearparabolicequations;initialboundaryvalue;criticalinitialdata;potentialwells;globalnon-

existence
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