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两个近似伪 Smarandache函数的均值计算
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摘要:利用初等方法研究了近似伪 Smarandache函数与简单数相关的渐近性质的值性质 ,并给出了

两个有趣的渐近公式.
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1　引言及结论

在文献 [ 1]中 , DavidGorski将伪 Smarandache函数 Z(n)定义为最小的正整数 t,使得 Z(n)=min{t:t∈

N, n (1+2+3+… +t)}.在文献 [ 2]中 , A.W.Vyawahare将 Z(n)做了如下变换:添加了一个最小自然数

k,从而定义了一个新的函数 K(n),即:对任意的正整数 n, K(n)=m,这里 m=∑
n

i=1
i+k是使 n能整除 m的

最小正整数.称这个函数 K(n)为近似伪 Smarandache函数.在文献 [ 3]第 23个问题中 ,如果一个正整数 n的

真因子的乘积不超过 n,就称 n为简单数.令 A表示所有简单数的集合 ,即有 A={2, 3, 4, 5, 6, 7 , 8, 9, 10, 11,

13, 14 , 15, 17, 19, 21, …}.容易看出 , n有 4种情形 ,即 n=p,或 n=p
2
,或 n=p

3
,或 n=pq,这里 p, q是不同

的素数.本文利用初等数论方法研究了近似伪 Smarandache函数与简单数相关的渐近性质 ,并给出了 2个渐

近公式 ,即证明了下面定理:

定理 1　任意实数 x≥ 1,令 A表示所有简单数的集合.则有

∑
n∈ A, n≤x

K(n)=
x
3
lnlnx
3lnx

+B
x
3

lnx
+
2x

3
lnlnx

9ln
2
x
+O x

3

ln
2
x
.

其中 B是一个可计算的常数.

定理 2　对任意实数 x≥ 1,令 A表示所有简单数的集合.则有

∑
n∈ A, n≤x

1

K(n)
=

2

3
(lnlnx)

2
+Dlnlnx+E+Olnlnx

lnx
.

其中 D和 E都是可计算的常数.

2　几个引理

为了完成定理的证明 ,需要引入下面几个引理:

引理 1　设 n为任意正整数 ,则有
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K(n)=

n(n+3)
2

, 当 n是奇数时 ,

n(n+2)
2

, 当 n是偶数时.

证明 　参阅文献 [ 2] .

引理 2　设 p是一个素数 ,则有

∑
p≤x
p
2
=
x
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3lnx
+
x
3

9ln
2
x
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x
3

ln
3
x
; (1)

∑
p≤x
p=
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x
; (2)

∑
p3≤x

p
6
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2
x
; (3)

∑
p3≤x
p
3
=O

x
2

ln
2
x
. (4)

证明 　首先证明第一个式子.注意到 π(x)=
x
lnx
+
x
ln

2
x
+O

x
ln

3
x
.由 Abel恒等式

[ 4]
可得

　　∑
p≤x
p
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2
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利用同样的方法可以推出其他 3个式子:

∑
p≤x
p= x

2

2lnx
+ x

2

4ln
2
x
+O x

2

ln
3
x
.

∑
p3≤x
p
6
=∑
p≤3x

p
6
=π(

3

x)x
2
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3x
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∑
p3≤x
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=π(
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2
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x
2

ln
2
x
.

于是完成了引理 2的证明.

引理 3　设 p和 q都是素数 ,则有

∑
p≤x
p
2
q
2
=

2x
3

3lnx
lnlnx+B1
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3lnx
+
2x

3
lnlnx

9ln
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∑
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证明 　只需证明式(5)即可 ,类似于式(5)的推导即可得式(6)的证明.注意到当 x<1时有
1

1 -x
=1+

x+x
2
+x

3
+… +x

m
+…,于是可得

∑
p≤ x

p
2

∑
q≤xp

q
2
=∑
p≤ x

p
2 1

3
(x/p)

3

lnx-lnp
+
1

3
2

(x/p)
3

(lnx-lnp)
2 +O

(x/p)
3

(lnx-lnp)
3 =∑

p≤ x

x
3

3lnx
1

p1 -
lnp
lnx

+

x
3

9ln
2
x

1

p1 -
lnp
lnx

2 +O∑
p≤ x

x
3

pln
3
x
=
x
3

3lnx∑p≤ x
1

p
1 +lnp
lnx
+ln

2
p

ln
2
x
+… +ln

m
p

ln
m
x
+… +

x
3

9ln
2
x∑p≤ x

1

p
1 +2

lnp
lnx
+… +m

ln
m-1
p

ln
m-1
x
+… +O x

3

pln
3
x∑p≤ x

1
p
. (7)

当 m>2时 ,注意到 π(x)=
x
lnx
+
x
ln

2
x
+O x

ln
3
x
,于是有
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∑
p≤ x
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p
p
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y
y
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注意到∑
∞

m=1

1

m2
m是收敛的并根据式(8)有

∑
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　　利用同样的方法可得

∑
p≤ x

1
p

1 +2
lnp
lnx
+3
ln

2
p
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x
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m
p

ln
m
x
+… =lnlnx+C3 +O

1
lnx
. (10)

其中使用了估计式∑
p≤ x

1

p
=lnlnx+C+O 1

lnx
和 ∑

p≤ x

lnp
p
=

1

2
lnx+O(1).

于是由式(7)、式(9)和式(10)有

∑
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同时可得 　∑
p≤ x

p
2

∑
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其中使用了估计式∑
p≤ x

p
2
=
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x
.

所以由式(11)和式(12)可得

∑
pq≤x
p
2
q
2
=2∑
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于是完成了引理 3的证明.

引理 4　对任意的正数 x>1,有

∑
pq≤x

1
pq
=(lnlnx)

2
+D1lnlnx+D2 +O

lnlnx
lnx

.

证明 　注意到∑
p≤x

1

p
=lnlnx+C+O 1

lnx
,以及∑
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p
lnlnx=(lnlnx)

2
+D1lnlnx+D2 +O
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(参

阅文献 [ 5] ),有
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2
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于是完成了引理 4的证明.
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3　定理的证明

本节来完成 2个定理的证明.由引理 1、引理 2和引理 3有

∑
n∈ A, n≤x

K(n)=∑
p≤x
K(p)+∑

p2≤x
K(p

2
)+∑

p3≤x
K(p

3
)+ ∑

pq≤x, p≠q
K(pq)=∑

p≤x

p(p+3)
2

+∑
p2≤x

p
2
(p

2
+3)

2
+

∑
p3≤x

p
3
(p

3
+3)

2
+ ∑
pq≤x, p≠q

pq(pq+3)
2

=1
2 ∑p≤xp

2
+∑
p3≤x
p
6
+∑
pq≤x
p
2
q
2 +3

2 ∑p≤xp+∑p3≤xp
3
+∑
pq≤x
pq=

x
3
lnlnx
3lnx

+

Bx
3

lnx
+2x

3
lnlnx

9ln
2
x
+O x

3

ln
2
x
.

于是完成了定理 1的证明.下面来证明定理 2.由引理 2和引理 4有

∑
n∈ A, n≤x

1
K(n)

=∑
p≤x

1
K(p)

+∑
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1

K(p
2
)
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1

K(p
3
)
+ ∑
pq≤x, p≠q

1
K(pq)

=∑
p≤x

2
p(p+3)

+∑
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2

p
2
(p

2
+3)

+

∑
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2

p
3
(p

3
+3)

+ ∑
pq≤x, p≠q

2

pq(pq+3)
=2 ∑

p≤x

1
p(p+3)

+∑
p3≤x

2

p
3
(p

3
+3)

+∑
pq≤x

1
pq(pq+3)

.

注意到∑
p

1
p(p+3)

和∑
p3

1

p
3
(p

3
+3)

都是收敛的 ,则容易推出

∑
n∈ A, n≤x

1
K(n)

=
2
3
(lnlnx)

2
+Dlnlnx+E+Olnlnx

lnx
.其中 D和 E都是可计算的常数.

于是完成了定理 2的证明.
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