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伪Smarandache函数的一个下界估计
高 丽， 郝虹斐， 鲁伟阳

（延安大学数学与计算机科学学院，陕西延安 716000）
摘 要：利用初等方法和组合方法，研究伪Smarandache函数在数列 a

p + bp上的下界估计问题 . 结果证明了估计

式 Z( )a
p + bp 10p，其中 p为大于等于17的任意素数，a与 b为任意不同的正整数 . 给出了伪Smarandache函数在

数列 a
p + bp上的一个较强的下界估计 .
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A Lower Bound Estimate for Pseudo-Smarandache Function
Gao Li， Hao Hongfei， Lu Weiyang

（College of Mathematics and Computer Science，Yan’an University，Yan’an 716000，Shaanxi China）

Abstract：The elementary and combinational methods were used to study a lower bound estimate problem of Pseudo-
Smarandache function on Sequence a

p + bp . It is proved the Estimate Z( )a
p + bp 10p，where p17 be any prime，

a and b are two positive integers. A lower bound estimate of Pseudo-Smarandache Function on Sequence a
p + bp is

given .
Key words：Pseudo-Smarandache function；lower bound estimate；elementary method；combinational method

对于任意的正整数 n，著名的伪 Smarandache函数 Z( )n 定义为最小的正整数m，使得 n
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2 ，其中 ℕ+ 表示所有的正整数集合 . 依据 Z( )n 定义易得出：Z( )1 = 1，
Z( )2 = 3，Z( )3 = 2，Z( )4 = 7，Z( )5 = 4，Z( )6 = 3，⋯ . 近年来大量学者对 Z( )n 的相关性质进行了研究，并得

到不少有趣的结果 . 下界估计这方面，也有学者进行了相关研究，例如文献［4］中，研究了 S( )2 p - 1( )2 p - 1 的
下界估计问题，其中p为奇素数，并证明了

S( )2 p - 1( )2 p - 1  2p + 1 .

文献［5］中温田丁研究了 S( )2 p + 1 及 S( )2 p - 1 的下界估计问题，当 p17为素数时，得到估计式：
S( )2 p + 1  10p + 1，S( )2 p - 1  10p + 1 .

文献［6］对 S( )n 在特殊数列 a
p + bp上的下界估计问题进行了研究，证明了：当a与 b为任意不同的正整
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数，p17为素数时，有
S( )a

p + bp 8p + 1 .
由于目前所能查到相关下界估计问题的论文基本为Smarandache函数 S( )n 在某一特殊数列上的下界估

计问题的研究，关于伪Smarandache函数 Z( )n 在某一特殊数列上的下界估计问题的研究目前无文献可参考，
至少查阅不到，本文受到这一启示，利用初等方法及组合方法，研究了伪Smarandache函数 Z( )n 在特殊数列
a

p + bp上的下界估计问题，并得出了一个较强的估计式 . 本文的结果如下 .
定理 设 p17为素数，对任意不同的正整数a与b，有估计式

Z( )a
p + bp 10p .

1 相关引理

引理1［6］ 设p为奇素数，对于任意互素的正整数a及b，有

æ
è
ç

ö
ø
÷

a
p + bp

a + b ,a + b = 1, p .
引理2［1］ 对任意素数p，正整数α，t及n，有

（i）当 p |n时，有 Z( )n Z( )p = p - 1；
（ii）当 α  p时，有 Z( )pα = pα - 1；当 α >p t时，有 Z( )pα Z( )pt  pt - 1 .

2 定理的证明

这节我们将利用初等方法和组合方法给出定理的证明 .
由于 a及 b为互异的正整数，我们可设 ( )a,b = d，因而有 a = a1 ⋅ d ，b = b1 ⋅ d，且满足 ( )a1,b1 = 1，易得

a
p + bp = dp ⋅ ( )a1

p + b1
p
，由引理2知

Z( )a
p + bp =Z( )d

p ⋅ ( )a1
p + b1

p Z( )a1
p + b1

p

. （1）
由式（1）不失一般性，可设 ( )a,b = 1，并且 a ⋅ b > 1 .
下面我们分两部分进行证明 .

首先证明 a
p + bp不为 p的方幂 . 否则，可假定 a

p + bp = pt ，当 t=2时，ap + bp 2 p + 1 2p > p2，所以 t  3 .

由引理1易推得 a + b = pk ⋅ υ，1 k t - 2，且 ( )υ,p = 1，得
pt = ap + bp = ap + ( )pk ⋅ υ - a p = ap +∑

i = 0

p

( )pk ⋅ υ p - i( )-a i = pk + 1υa
p - 1 +∑

i = 0

p - 2
Ci

pυ
p - i
p
k( )p - i ( )-1 i

ai，

即有

pt -∑
i = 0

p - 2
Ci

pυ
p - i
p
k( )p - i ( )-1 i

ai = pk + 1υa
p - 1

.

由于t k + 2，因而上式左边可以被 pk + 2
整除，但等式右边却不能被 pk + 2

整除，矛盾 . 因此 a
p + bp不可能

为 p的方幂 .

由上面的结论我们可推出一定存在不等于 p的素数 q，使得 q
|
|
|| a

p + bp

a + b ，即
a

p + bp ≡0( )mod q ，或者 ( )a,-b p ≡-1 ( )mod q ，
因而有

( )a,-b 2 p ≡1 ( )mod q . （2）
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令 m为 ( )a ⋅ -b 的指标，因此由式（2）及指标的性质［8-9］知
p|φ( )q = q - 1，或者 q - 1 =mp .

由于 q为奇素数，那么 m一定是偶数，因而可以设

q = 2kp + 1，k ∈ℕ+ . （3）
于是由式（3）知 a

p + bp有以下四种可能 .
（i）除 p以外，a

p + bp至少含有 4个素因子 . 由式（3）知，此时一定有一个素因子 q，使得 q = 2kp + 1，且
k5，因为当素数 p5时，2p + 1和 4p + 1不可能同时为素数，此时

Z( )a
p + bp Z( )q = q - 1 = 2kp10 p .

（ii）除 p 以外，a
p + bp 仅含有 3个素因子 q1 ，q2 ，q3 . 由式（3）可设 q1 = 2k1 p + 1 ，q2 = 2k2 p + 1 及

q3 = 2k3 p + 1，注意到 p17时，2p + 1和 4p + 1不可能同时为素数，8p + 1和 4p + 1也不可能同时为素数，则至
少存在一个素因子，不妨设为 q3，此时 q3 = 2k3 p + 1 10 p + 1，k3  5，则一定有

Z( )a
p + bp Z( )q3 = q3 - 1 = 2k3 p10 p .

（iii）除 p以外，a
p + bp仅含有2个素因子 . 由式（3）知，ap + bp不可能同时包含素因子 2p + 1和 4p + 1，也

不可能同时包含素因子 8p + 1和 4p + 1，因而由（3）式及 Z( )n 的性质，可以考虑以下形式：

a
p + bp = pα( )2p + 1 β( )6p + 1 γ

；

a
p + bp = pα( )4p + 1 β( )6p + 1 γ

；

a
p + bp = pα( )2p + 1 β( )8p + 1 γ

.

若 a
p + bp = pα( )2p + 1 β( )6p + 1 γ

成立，当 β5或 γ2时，由引理2知
Z( )a

p + bp Z( )( )2p + 1 β = ( )2p + 1 β - 1 5( )2p + 1 - 1 10 p，
或者

Z( )a
p + bp Z( )( )6p + 1 γ = ( )6p + 1 γ - 1 2( )6p + 1  10 p .

当1 β4或 γ = 1，现在证这种情况下，当 p17时，ap + bp不可能含有 p的方幂，若不然，当 α2时，
由 p |a + b ，设 a + b≡ pk ⋅ μ ，( )p, μ = 1，由引理 1可得 k =α 或 k =α - 1，显然 a

p + bp = pα( )2p + 1 β( )6p + 1 γ
且

1 β4，k =α不可能 . 因为 pα + 1 | ap + bp
，而 k =α - 1，则有 a + b≡ pα - 1 ⋅ μ可知

pα( )2p + 1 β( )6p + 1 = ap + bp 2æ
è

ö
ø

a + b2
p 2æ
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ö

ø
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pα - 1

2
p

，

当素数 p17，1 β4，α2，γ = 1时，显然上式不成立 .
当 α = 1时，由于 a + b≡ a

p + bp ≡0( )mod p ，有 p2 | ap + bp
，是不可能的，所以 a

p + bp此时不含素因子 p .
于是有

( )2p + 1 β( )6p + 1 = ap + bp 2 p + 1，
其中1 β4，p17，通过计算得出矛盾 .

同理可证素数 p17时，ap + bp = pα( )2p + 1 β( )8p + 1 γ
及 a

p + bp = pα( )4p + 1 β( )6p + 1 γ
，且 β = γ = 1时不成立 .

而当 β2或 γ2时，此时由 Z( )n 的性质可得 Z( )a
p + bp 10 p成立 .
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（iv）除 p以外，a
p + bp仅含有1个素因子 . 因而由式（3）及 Z( )n 的性质，可以考虑以下四种形式：

a
p + bp = pα( )2p + 1 β

；

a
p + bp = pα( )4p + 1 β

；

a
p + bp = pα( )6p + 1 β

；

a
p + bp = pα( )8p + 1 β

.

若 a
p + bp = pα( )2p + 1 β

成立，当 β5时，由引理2有
Z( )a

p + bp Z( )( )2p + 1 β = ( )2p + 1 β - 1 5( )2p + 1 - 1 10 p .
当 1 β4 时，由情况（iii）可知 a

p + bp 中不可能含有素因子 p 的方幂，所以当 α1时，ap + bp =
pα( )2p + 1 β

且1 β4不成立 . 同理可得当 α = 0时，通过计算 a
p + bp = ( )4p + 1 β

且1 β4不成立 .

同理可证：a
p + bp = pα( )4p + 1 β

或 a
p + bp = pα( )6p + 1 β

或 a
p + bp = pα( )8p + 1 β

时结论成立，于是定理得证 .
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