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　　对任意的正整数ｎ，著名的伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ无
平方因子函数Ｚｗ（ｎ）［１］定义为最小的正整数ｍ 使

得ｎ｜ｍｎ，即Ｚｗ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ∶ｎ｜ｍｎ，ｍ∈Ｎ｝。这

个Ｚｗ（ｎ）函数是由美籍罗马尼亚著名的数论专家

Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ教授在他所著的《Ｏｎｌｙ　Ｐｒｏｂｌｅｍｓ，Ｎｏｔ
Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ！》一书中提出来的，并建议人们研究其性
质。而Ｅｕｌｅｒ函数φ（ｎ）定义为不大于ｎ且与ｎ互素的
正整数的个数。对于这两个函数许多学者对其进行
了研究，并得出了有意义的结论［２－７］，如文献［２］中

研究了方程Ｚｗ（Ｚ（ｎ））－Ｚ（Ｚｗ（ｎ））＝０的可解性，

并证明了该方程有无穷多个正整数解，文献［３］中
研究了方程Ｚｗ（ｎ）＝φ（ｎ）与Ｚｗ（ｎ）＋Ｓ（ｎ）＝２ｎ的

可解性问题，文献［４］中讨论了Ｓｋ（ｎ）＝φ（ｎ）的可
解性，并给出该方程的所有正整数解，文献［５］中讨
论了两个数论函数方程φ（ｎ）＝Ｚ（ｎ

ｋ）与Ｚ（ｎ）＋

φ（ｎ）＝２ｎ的可解性问题，并给出所有的正整数解，
文献［６］中讨论了关于Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数和Ｅｕｌｅｒ
函数的三个方程的可解性问题并求出所有正整数

解。
我们利用初等方法研究了方程Ｚｗ（φ（ｎ））＝

φ（Ｚｗ（ｎ））与Ｚｗ（ｎ）＋φ（ｎ）＝２ｎ的可解性问题，并
给出方程所有的正整数解。

１　 相关引理

引理１　 对于素数ｐ 与α ≥１，有φ（ｐα）＝
ｐα－１（ｐ－１）［８］。
引理２　设ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ 是正整数ｎ的标准

分解式，则有φ（ｎ）＝∏
ｋ

ｉ＝１
ｐαｉ－１ｉ （ｐｉ－１）［８］。

引理３　 设ｎ是任意的正整数，有Ｚｗ（ｎ）≤ｎ，
特别当ｎ是无平方因子数时，则Ｚｗ（ｎ）＝ｎ［９］。
引理４　 如果ｐ为素数且ｋ≥１，则Ｚｗ（ｐｋ）＝

ｐ［９］。
引理５　 设ｎ是任意的正整数，ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ，

则Ｚｗ（ｎ）＝ｐ１ｐ２…ｐｋ［１０］。
引理６　若（ｍ，ｎ）＝１，则Ｚｗ（ｍ，ｎ）＝Ｚｗ（ｍ）·

Ｚｗ（ｎ）［９］。
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２　 主要结论及其证明

定理１　 对任意的正整数ｎ，方程

Ｚｗ（φ（ｎ））＝φ（Ｚｗ（ｎ））　 （１）

有无穷多个正整数解。

证明 　（１）显然当ｎ＝１时，Ｚｗ（φ（１））＝１，

φ（Ｚｗ（１））＝１，故方程（１）成立。
（２）当ｎ＝ｐ 时，由引理１和引理４可知：

Ｚｗ（φ（ｐ））＝Ｚｗ（ｐ－１），φ（Ｚｗ（ｐ））＝φ（ｐ）＝ｐ－
１。若方程（１）成立，则Ｚｗ（ｐ－１）＝ｐ－１。显然当ｐ
－１为无平方因子数时，Ｚｗ（ｐ－１）＝ｐ－１成立，所
以当ｎ＝ｐ且ｐ－１为无平方因子数即为方程（１）
的解。

（３）当ｎ＝ｐα 时，由引理１和引理４可知，

Ｚｗ（φ（ｐα））＝Ｚｗ（ｐα－
１（ｐ－１）），φ（Ｚｗ（ｐα））＝φ（ｐ）

＝ｐ－１。此处对ｐ分两种情况讨论：
（ⅰ）当ｐ是奇素数时，α≥２，∵（ｐα－１，ｐ－１）＝１。

由引理６可知：Ｚｗ（φ（ｐα））＝Ｚｗ（ｐα－
１（ｐ－１））＝

Ｚｗ（ｐα－１）·Ｚｗ（ｐ－１）＝ｐ·Ｚｗ（ｐ－１）。若方程（１）

成立，则ｐ·Ｚｗ（ｐ－１）＝ｐ－１，即Ｚｗ（ｐ－１）＝１－
１
ｐ
，经检验方程（１）无解。

（ⅱ）当ｐ ＝２时，有Ｚｗ（φ（２α））＝Ｚｗ（２α－
１），

φ（Ｚｗ（２α））＝ φ（２）＝ １。若方程 （１）成立，则

Ｚｗ（２α－１）＝１，即α＝１。故当α＝１，ｐ＝２，ｎ＝２，方
程（１）成立。

（４）当ｎ＞１，且ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｓｓ 为ｎ的标准素
因子分解式时，由引理２可知：

Ｚｗ（φ（ｎ））＝Ｚｗ（φ（ｐα１１ｐα２２ …ｐαｓｓ））＝Ｚｗ（ｐα１－
１

１ ｐα２－１２ …

ｐαｓ－１ｓ （ｐ１－１）（ｐ２－１）…（ｐｓ－１））。

　　 由引理５可知：

　 φ（Ｚｗ（ｎ））＝φ（Ｚｗ（ｐα１１ｐα２２ …ｐαｓｓ ））＝

φ（ｐ１ｐ２…ｐｓ）＝
（ｐ１－１）（ｐ２－１）…（ｐｓ－１），

当α１，α２，…，αｓ全都为１时，显然有

Ｚｗ（φ（ｎ））＝Ｚｗ（（ｐ１－１）（ｐ２－１）…（ｐｓ－１））。
若式（１）成立，则

Ｚｗ（（ｐ１－１）（ｐ２－１）…（ｐｓ－１））＝
　　　　（ｐ１－１）（ｐ２－１）…（ｐｓ－１），

结论与引理３矛盾，因此方程（１）无解。

当α１，α２，…，αｓ不全为１时，又可以分两种情况
讨论：

（ⅰ）当ｐ１，ｐ２，…，ｐｓ全为奇素数时，由引理２和

引理６可知：

Ｚｗ（φ（ｎ））＝Ｚｗ（φ（ｐα１１ｐα２２ …ｐαｓｓ ））＝
Ｚｗ（ｐα１－１１ ｐα２－１２ …ｐαｓ－１ｓ （ｐ１－１）（ｐ２－
１）…（ｐｓ－１））＝
Ｚｗ（ｐα１－１１ ｐα２－１２ …ｐαｓ－１ｓ ）·

Ｚｗ（（ｐ１－１）（ｐ２－１）…（ｐｓ－１））＝
ｐ１ｐ２…ｐｓ·Ｚｗ（（ｐ１－１）（ｐ２－
１）…（ｐｓ－１））。

由引理５可知：

φ（Ｚｗ（ｎ））＝φ（ｐ１ｐ２…ｐｓ）＝
（ｐ１－１）（ｐ２－１）…（ｐｓ－１）。

若方程（１）成立，则

ｐ１ｐ２…ｐｓ·Ｚｗ（（ｐ１－１）（ｐ２－１）…（ｐｓ－１））＝
（ｐ１－１）（ｐ２－１）…（ｐｓ－１），

化简得

　　Ｚｗ（（ｐ１－１）（ｐ２－１）…（ｐｓ－１））＝

　　　　 １－１ｐ（ ）１ １－１ｐ（ ）２ … １－１ｐ（ ）ｓ ，
结论与引理３矛盾，则方程（１）无解。

（ⅱ）当ｎ＝２αｐα２２ …ｐαｓｓ 时，现假设Ｚｗ（φ（ｎ））＝

φ（Ｚｗ（ｎ）），可以得到以下结果：

　　Ｚｗ（２α－１　ｐα２－１２ …ｐαｓ－１ｓ （ｐ２－１）…（ｐｓ－１））＝
　　　φ（２ｐ２…ｐｓ），

即

Ｚｗ（ｐα２－１２ …ｐαｓ－１ｓ ）·Ｚｗ（２α－１（ｐ２－１）…（ｐｓ－１））＝
　　（ｐ２－１）…（ｐｓ－１），

进一步化简为

　　Ｚｗ（２α－１（ｐ２－１）…（ｐｓ－１））＝

　　　　 １－１ｐ（ ）２ １－１ｐ（ ）３ … １－１ｐ（ ）ｓ ，
结论与引理３矛盾，则方程（１）无解。
综上所述，得到方程（１）有无穷多个正整数解。
定理２　 对任意的正整数ｎ，方程

Ｚｗ（ｎ）＋φ（ｎ）＝２ｎ　 （２）
仅有正整数解ｎ＝１。
证明　（１）当ｎ＝１时，由函数Ｚｗ（ｎ）、φ（ｎ）的定

义，有Ｚｗ（１）＝１、φ（１）＝１，所以Ｚｗ（１）＋φ（１）＝２。
（２）当ｎ＝ｐ时，由引理１和引理４可知

Ｚｗ（ｐ）＝ｐ，φ（ｐ）＝ｐ－１，
即

　 Ｚｗ（ｐ）＋φ（ｐ）＝２ｐ－１，

∵２ｐ－１＜２ｐ，∴Ｚｗ（ｐ）＋φ（ｐ）＜２ｐ，
因此

Ｚｗ（ｎ）＋φ（ｎ）＜２ｎ。
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（３）当ｎ＝ｐα时，由引理１和引理４可知：Ｚｗ（ｐα）

＝ｐ，φ（ｐα）＝ｐα－
１（ｐ－１），则Ｚｗ（ｐα）＋φ（ｐα）＝ｐ＋

ｐα－１（ｐ－１）。此处对ｐ分两种情况讨论：
（ⅰ）当ｐ是奇素数时，α≥２有ｐ＋ｐα－１（ｐ－１）＜

２ｐα，即Ｚｗ（ｎ）＋φ（ｎ）＜２ｎ。
（ⅱ）当ｐ＝２时，有Ｚｗ（２α）＝２，φ（２α）＝２α－

１，则

Ｚｗ（２α）＋φ（２α）＝２＋２α－
１，∵２＋２α－１＜２·２α＝２α＋１，

∴Ｚｗ（ｎ）＋φ（ｎ）＜２ｎ。
（４）当ｎ＞１，且ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｓｓ 为ｎ的标准素

因子分解式时，则 Ｚｗ（ｎ）＝ ｐ１ｐ２…ｐｓ，φ（ｎ）＝
ｐα１－１１ ｐα２－１２ …ｐαｓ－１ｓ （ｐ１－１）（ｐ２－１）…（ｐｓ－１）。
当α１，α２，…，αｓ全都为１时，显然有ｐ１ｐ２…ｐｓ＋

（ｐ１ －１）（ｐ２ －１）…（ｐｓ －１）＜ ２ｐ１ｐ２…ｐｓ，即

Ｚｗ（ｎ）＋φ（ｎ）＜２ｎ。
当α１，α２，…，αｓ不全为１时，又可以分两种情况

讨论：
（ⅰ）当ｐ１，ｐ２，…，ｐｓ全为奇素数时，则Ｚｗ（ｎ）＝

ｐ１ｐ２…ｐｓ是一个奇数，而φ（ｎ）＝ｐα１－
１

１ ｐα２－１２ …ｐαｓ－１ｓ （ｐ１
－１）（ｐ２－１）…（ｐｓ－１）是一个偶数，所以Ｚｗ（ｎ）＋

φ（ｎ）为一个奇数。而方程（２）的右端为偶数，则结论
矛盾，因此式（２）无解。

（ⅱ）当ｎ ＝ ２αｐα２２ …ｐαｓｓ 时，现假设 Ｚｗ（ｎ）＋

φ（ｎ）＝２ｎ，可以得到以下结果：

２ｐ２…ｐｓ＋２α－１　ｐα２－１２ …ｐαｓ－１ｓ （ｐ２－１）…（ｐｓ－１）＝
２·２αｐα２２ …ｐαｓｓ ，

进一步简化可得 ｐ２…ｐｓ ＋２α－２　ｐα２－１２ …ｐαｓ－１ｓ （ｐ２ －
１）…（ｐｓ－１）＝２αｐα２２ …ｐαｓｓ ，∵ｐ２…ｐｓ为奇数，（ｐ２－
１）…（ｐｓ－１）为偶数，而等式右端为偶数，奇数＋偶
数 ≠ 偶数，则方程（２）无解。
综上所述，方程（２）仅有正整数解ｎ＝１。证毕。
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