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伪 Smarandache 无平方因子函数与
欧拉函数的混合均值

王曦浛，高 丽，李国蓉，薛 阳

( 延安大学 数学与计算机科学学院，陕西 延安 716000)

摘 要:通过运用初等和解析的方法讨论了伪 Smarandache无平方因子函数 Zw ( n) 与欧拉函数

φ( n) 的混合均值，并给出了一个有趣的渐近公式。
关键词:伪 Smarandache无平方因子函数;欧拉函数;渐近公式
中图分类号: O156. 4 文献标识码: A 文章编号: 1004 － 602X( 2016) 03 － 0008 － 02

1 引言及结论

对任意的正整数 n，著名的伪 Smarandache 无平
方因子函数 Zw ( n)

［1］被定义为能够使得 n |mn 成立

的最小的正整数 m，即 Zw ( n) = min{ m: n |mn，m∈
N}。目前已有不少学者对函数 Zw ( n) 的初等性质
进行了研究，并获得了一系列有理论价值的研究成

果。例如:文献［2］研究了 Zw ( n) 的均值问题，并给
出了较强的渐近公式:


n≤x
( Zw ( n) ) α =

ζ( α +1) xα +1

ζ( 2) ( α +1)  (p
1 － 1

pα( p +1 ))
+ (O xα + 1

2 + )ε 。

文献［3］研究了关于伪 Smarandache 无平方因
子函数的混合均值问题，并给出了较强的渐近公式:


n≤x

V( n) Zw ( n) =
x3
3 

k

i = 1

ai

1ni x
+ (O x3

1nk + 1 )x
，其中

ai ( i = 1，2，…，k) 为可计算的常数。
欧拉函数被定义为与 n互素且不超过 n的正整

数个数。此函数的应用广泛，通常被应用到其它函
数的复合运算中。当 n 是素数时，有 φ( n) = n － 1;
当 n = pα11 pα22 …pαnn 时，φ( n) =p | n p

αi － 1
i ( pi － 1) 。特别

对于素数方幂 n = pk，k∈N 时，有 φ( pk ) = pk － 1 ( p －
1) 。文献［4］讨论了数论函数 U ( n) ，V ( n) 和欧拉
函数 φ( n) 的均值分布性质，并分别给出了两个渐
近公式:


n≤x
φ( nk ) U( n) = xk + 2

k + 2 (p
1 － 2

p( p + 1 ))
+ (O xk + 3

2 + )ε ;


n≤x
φ( nk ) V( n) = xk + 2

k + 2 (p
1 － 1

p )3

+ (O xk + 3
2 + )ε 。

文献［5］研究了 Smarandache Ceil函数 Sk ( n) 与
欧拉函数 φ( n) 的均值分布性质，并给出一个较强
的渐近公式:


n≤x
φm ( Sk ( n) ) =

6ζ( m + 1) ζ( k( m + 1) －m)
π2 ( m + 1)

·

Ｒ( m + 1) xm + 1 + (O xk + 1
2 + )ε 。

本文主要在上述文献的基础上，利用初等和解析

方法研究了伪 Smarandache 无平方因子函数 Zw ( n)
和欧拉函数 φ ( n) 的混合均值问题，并得到一个较
强的渐近公式。
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定理:对任意的实数 x≥1，m∈N有


n≤x
φ( nm ) ·Zw ( n) =

6xm + 1

π2 ( m + 1)
 (p

1 + p － 3
1 + )p

+ (O xm + 1
2 + )ε ，

其中 ε是任意正实数。

2 相关引理

引理 2. 1［6］ 对任意素数 p和正整数 k，有
Zw ( p

k ) = p。

引理 2. 2［7］ Perron公式:设 f( s) = 
∞

n = 1

an

ns，当 σ

＞ 1 时绝对收敛，| an |≤A ( n) ，其中 A ( n) ＞ 0 是 n

的单调递增函数，且当 σ→1 +时，


∞

n = 1
| an | n

－ σ = O( ( σ － 1) － α ) ，α ＞ 0。

因此对任意函数 b0≥b≥1，T≥1，x = N + 1
2 ，有

公式


n≤x

an =
1
2πi

b + iT
b － iT f( s)

xs

s ds (+ xb

T( b － 1) )α

+ (O xA( 2x) logx )T ，

其中 O常数仅依赖于 b0。

3 定理的证明

f( s) =
∞

n = 1

φ( nm ) ·Zw ( n)
ns ，

依据 Euler乘积公式［8］可得

f( s) = (p
1 +

φ( pm ) Zw ( p)
ps +

φ( p2m ) Zw ( p
2 )

p2s
+

… +
φ( pkm ) Zw ( p

k )

pks + )…
= (p

1 + pm － 1 ( p － 1) p
ps + p2m － 1 ( p － 1) p

p2s
+… +

pkm － 1 ( p － 1) p
pks + )…

=





p
1 +

1
ps － m ( p － 1)

1 － 1
ps －




m

= ζ( s －m)  (p
1 － 1

ps － m + 1
ps － m ( p － 1 ))

= ζ2 ( s －m)
ζ( 2( s －m) )  (p

1 + ( p － 3)
1 + ps － )m 。

其中 ζ( s) 为 Ｒiemann Zeta函数。

于是应用 Perron公式［7］，并取 b =m + 3
2 + ε

可得


n≤x
φ( nm ) ·Zw ( n) =

1
2πi

m + 3
2 + ε + iT

m + 3
2 + ε － iT f( s) ·

xs

s ds

+ (O xm + 3
2 + ε

)T 。

将上式中的积分限移至 Ｒes = m + 1
2 + ε，此时

被积函数
ζ2 ( s －m)

ζ( 2( s －m) )  (p
1 + ( p － 3)

1 + Ps － )m
xs

s 在 s = m

+ 1 处有一阶极点，留数为
6xm + 1

π2 ( m + 1)
 (p

1 + p － 3
1 + )p 。

根据留数定理可得

1
2π (i 

m + 3
2 + ε + iT

m + 3
2 + ε － iT

+ 
m + 1

2 + ε + iT

m + 3
2 + ε + iT

+ 
m + 1

2 + ε － iT

m + 1
2 + ε + iT

+


m + 3

2 + ε － iT

m + 1
2 + ε － )iT

f( s) · xs

s ds =
6xm + 1

π2 ( m + 1)
 (p

1 + p － 3
1 + )p 。

此时取 T = x易得
1
2πi

m + 1
2 + ε + iT

m + 3
2 + ε + iT

f( s) · xs

s ds 
xm + 3

2 + ε

T

= xm + 1
2 + ε，

1
2πi

m + 1
2 + ε － iT

m + 1
2 + ε + iT

f( s) · xs

s ds 
xm + 3

2 + ε

T

= xm + 1
2 + ε，

1
2πi

m + 3
2 + ε － iT

m + 1
2 + ε － iT

f( s) · xs

s ds 
xm + 3

2 + ε

T

= xm + 1
2 + ε。

综上可知
n≤x
φ( nm ) ·Zw ( n) =

6xm + 1

π2 ( m + 1)
 (p

1 + p － 3
1 + )p + (O xm + 1

2 + )ε ，证毕。
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Abstract: This paper was used the elementary and analytic method to study the hybrid mean value problem invoving
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Key words: pseudo － Smarandache Squarefree function; Euler function; asymptotic formula

21


