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关于 F.Smarandache函数的一个方程
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摘　要:对于正整数 n,著名的 F.Smarandache函数 S(n)定义为最小的正整数 m,使得 n m! 。本文

采用初等方法证明了方程 S(n)
h
+S(n)=kn,在 k为任意的正整数 , h为大于等于 2的时候 ,有无

限个正整数解 ,并给出了解的形式。
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　　对于任意正整数 n,著名的 F.Smarandache函数

S(n)定义为最小的正整数 m,使得 n m! 。即就是

S(n)=min{m:m∈ N, n m!}。在此之前 ,许多学者

对 S(n)的研究得到了很多有趣的结果 。比如 ,在文

献 [ 1]中 , CharlesAshbacher提出了三个未解决的问

题:

问题 1:是否有有限个解满足 S(n)
2
+S(n)=

kn?

问题 2:是否存在正整数 k,使得没有正整数 n

满足 S(n)
2
+S(n)=kn?

问题 3:是否存在最大的正整数 k,使得存在正

整数 n满足 S(n)
2
+S(n)=kn?

在文献 [ 2]中 ,刘燕妮等利用初等方法给出并

完全解决了这 3个问题。即就是给出下面的结论:

对于任意的正整数 k,方程 S(n)
2
+S(n)=kn

有无限个正整数解 ,且每个解 n都形如 n=pn1 ,其

中 p=kn1 -1是素数。

对于这样的问题我们不禁要问它的普遍现象又

如何? 因此我们对这个问题的普遍现象进行研究 ,

即要研究下面的问题:

问题 1:对于任意的正整数 k和 h≥2,方程

S(n)
h
+S(n)=kn是否有有限个解 ?

问题 2:在方程 S(n)
h
+S(n)=kn中是否存在

正整数 k,使得没有正整数 n满足方程?

问题 3:在方程 S(n)
h
+S(n)=kn中是否存在

最大的正整数 k,使得存在正整数 n满足方程?

1　相关引理及结论

引理 1
[ 3]
　若 k>0并且(k, h)=1,则在数列 nk

+h, n=0, 1, 2, …,中存在无限个素数。

引理 2
[ 4]
　设 p是素数 ,则对任意正整数 k,我

们有 S(p
k
)≤kp。当 k≤p时 ,则有 S(p

k
)=kp。

定理　对于任意的正整数 k和 h≥2,方程

S(n)
h
+S(n)=kn (1)

有无限个正整数解 ,且每个解 n都形如 n=pn1 ,其

中 p=
h-1
kn1 -1是素数。

显然 ,这个定理完全解决了我们提出的这 3个

问题 。即就是:对于任意的正整数 k和 h>2,存在

无限个正整数 n满足方程 S(n)
h
+S(n)=kn。因

此 ,不存在最大的正整数 k使得方程(1)是正整数。

2　定理的证明

事实上 ,根据函数 S(n)的定义有 p
α
 n,使得

S(n)=S(p
α
)=mp,

其中 m是正整数 ,由引理 2知 m≤α。

设 n=p
α
n1 ,其中(p, n1)=1。

当 α=2时 ,由 h≥2有:
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于是 p
2
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h
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h
+mp,因为 p

2
 m
h
p
h
, p

2
 mp,所以 p

 m。即就是 p≤m≤α。

当 α=3时 ,由 h≥2同样有

m
h
p
h
+mp=kp

3
n1 ,

于是 p
3
 m
h
p
h
+mp,因为 p

3
 m
h
p
h
, p

3
 mp,所以

p
2
 m。即就是 p≤m≤α。

依次类推 ,一定存在最大的正整数 u,使得 p
u
 

m,则 m是有限大的正整数 ,事实上这是矛盾的 。

因此 ,令 α=1, m=1,则

p
h
+p=kpn1

可以得到 p=
h-1
kn1 -1 。此时 , 由引理 1可

知 ,存在无限多个这样的素数 p。故方程(1)有无限

个正整数解 n=pn1 =n1
h-1
kn1 -1。这样的 p总是

存在的 ,它与 h有关。当 h=2时 , p=kn1 -1,此时

的结果就是文献 [ 2]中 ,刘燕妮等所得到的结果 。

这样就完成定理的证明 。
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Abstract:Forapositiveinteger, awell-knownF.Smarandachefunctionisdefinedasthesmallestpositiveinte-

ger.Inthispaper, theprimarymethodtoprovetheequation, foranypositiveinteger, andforanypositiveinteger

greaterthanorequalto2 , thereisanunlimitedpositiveintegersolution, andaregivenintheformofunderstanding.
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