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关于 F.Smarandache函数的一个问题
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摘要:利用解析的方法研究 F.Smarandache函数与除数函数的混合均值 ,得出了 2个较为精确的渐近公式。
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Abstract:Themainpurposeofthispaperusingtheanalyticmethodtostudythemixturemeanvalue

oftheF.Smarandacefunctionandthedivisorfunction.Twosharpasymptoticformulasareobtained.
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1　引言及结论

1993年 , 罗马尼亚数论专家 F.Smaran-

dache
[ 1]
提出了 105个尚未解决的数论问题 ,其中

大部分问题是与正整数 n或素数 p有关的 。文献

[ 1]中第 42个问题为阶乘部分数列 ,定义如下。

定义 1:设 n为正整数 , Smarandache简单函

数定义为:满足 p
n
 m!!的最小正整数 m∈ N

+
。

即 Sp(n)=min{m p
n
 m!!, m∈ N

+
},在文献 [ 2]

中 , JozsefSandor提出 Smarandache简单函数的加

法类似如下 。

定义 2:设 Sp(x)=min{m∈ N
+
：p

x
≤m!!},

x∈ (1, ∞),和 S
＊
p(x)=max{m∈ N

+
：m!! ≤

p
x
}, x∈ (1, ∞),则称 Sp(x)和 S

＊
p(x)为 Smaran-

dache简单函数的加法类似。

很显然 ,若(m-2)!! <x≤m!!, Sp(x)=m,

其中的 m>2。关于 Sp(x)的性质 ,许多学者都进

行过研究
[ 3, 4]
。但是 , 关于 d(Sp(x))的均值性

质 ,还没有看到相关的研究 ,其中 d(n)是狄立克

莱除数函数。本文用解析的方法研究了 d(Sp

(x))的均值性质 ,得出几个较为精确的均值公

式 。

定理 1:设 p为一给定的素数 ,对任意实数 x

≥1,有渐近公式

∑
n≤x
d(Sp(n))=2x(lnx-2lnlnx)+O(xln

p)。

定理 2:设 p为一给定的素数 , 对任意实数 x

≥ 1 ,有渐近公式

∑
n≤x
d(S

＊
p(n))=2x(lnx-2lnlnx)+O(x

lnp)。

2　几个引理

引理 1:对任意实数 x≥ 1,有

∑
n≤x
d(n)=xlnx+(2c-1)x+O(x)

DOI :10.13990/j .i ssn1001 -3679.2009.03.004



其中 c是欧拉常数。

引理 2:对任意实数 x≥ 2,有

∑
x

i=1

lni
i
=

1

2
ln

2
x+A+O(

lnx
x
)

其中 A是常数 。

引理 1和引理 2证明见文献 [ 5] 。

3　定理的证明

由 d(n)的定义和 Sp(n)的定义 ,有

∑
n≤x
d(Sp(n))=∑

n≤x
∑

ln(m-2)!!
lnp <n≤lnm!!lnp

d(m)

当 n∈ (
ln(m-2)!!
lnp

,
lnm!!
lnp

),有 Sp(n)=m。又

n≤x,故
lnm!!
lnp

≤x,所以 lnm!! ≤xlnp。

根据欧拉和公式 ,得到 lnm!!的主项是 m
2
lnm,并

且
m
2
lnm≤xlnp,即 mlnm≤ 2xlnp。

若 m>
2xlnp
ln

2
x
,则 lnm接近于 lnx,得到 m≤

2xlnp
lnx

。

由上面的讨论并应用引理 1和引理 2,有

∑
n≤x
d(Sp(n))=∑

n≤x
∑

ln(m-2)!!
lnp

<n≤lnm!!
lnp

d(m)=

∑
m≤ 2xlnp

lnx

[
lnm
lnp
] d(m)+O(xlnp)= ∑

m≤2xlnp
lnx

lnm
lnp
d

(m)+O(xlnp)=
1
lnp∑

un≤2xlnp
lnx

lnun+O(xlnp)

=
2

lnp∑
u≤2xlnp

lnx

lnu∑
n≤2xlnp
ulnx

1+O(xlnp)=
2

lnp∑
u≤2xlnp

lnx

lnu[
2xlnp
ulnx

] +O(xlnp)=
4x
lnx∑

u≤2xlnp
lnx

lnu
u
+O(x

lnp)=
4x
lnx
(
1

2
(ln2+lnx+lnlnp-lnlnx)

2
)

+O(xlnp)=2x(lnx-2lnlnx)+O(xlnp)

这就完成了定理 1的证明 。

用同样的方法 ,也能证明定理 2。
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αg21(z) 1 ,其展宽的过程会非常地缓慢 ,在传输

距离不是很远时 ,可以近似得到束宽缓慢展宽的

椭圆高斯型损耗空间光孤子。当光束初始功率小

于临界功率时 ,束宽将会按准正弦函数和准余弦

函数规律作准周期性展宽振荡变化;当光束的初

始输入功率大于临界功率时 ,由于存在损耗 ,随传

输过程 ,光束功率会逐渐变小 ,最终会变得比临界

功率更小 ,束宽将会从按准正弦函数和准余弦函

数规律作准周期性压缩振荡变化逐步渡到按准正

弦函数和准余弦函数规律作准周期性展宽振荡变

化 ,但在此过程中不会出现一个椭圆高斯型损耗

空间光孤子 ,这是因为要形成损耗孤子 ,不仅要求

光束功率等于临界功率 ,而且还要求此时光束处

于光腰输入情形 。
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