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关于 F .Smarandache函数的两个方程

袁　霞
(西北大学 数学系 , 陕西 西安 710127)

摘　要:研究包含伪 Smarandache函数 Z(n)及 Smarandache双阶乘函数 S d f(n)的两个方程的可解性.利用

初等方法 , 获得了这两个方程的所有正整数解 ,解决了方程的可解性问题.
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1　引言及结论

对任意正整数 n , 著名的伪 Smarandache 函数 Z(n)定义为最小的正整数 m 使得 n
m(m +1)

2
, 即

Z(n)=min{m:m ∈ N ,n
m(m +1)

2
}.这个函数是由罗马尼亚著名数论专家 F .Smarandache在文献 [ 1]

中引进的.关于函数 Z(n)的算数性质 ,许多学者进行了研究 ,获得了不少有趣的结果[ 2-7] .例如:

(1)对于任意正整数 n ,Z(n)<n不恒成立.

(2)对任意素数 p ≥3 ,Z(p)=p -1.

(3)对任意素数 p ≥3及 k ∈ N ,Z(pk)=p
k -1.当 p =2时 ,则有 Z(2k)=2k+1 -1.

(4)Z(n)是不可加的 ,即Z(m +n)不恒等于 Z(m)+Z(n);Z(n)也不是可乘的 ,即 Z(m·n)不恒等于

Z(m)·Z(n).

从以上几个简单的性质可以看出 , Z(n)的值分布很不规律 ,关于它的性质还有待于进一步研究.

此外 ,F.Smarandache 还定义另外一个数论函数 S d f(n)为 S d f(n)=min{m:m ∈ N ,n|m !!}.该函

数称为 Smarandache 双阶乘函数 ,关于它的初等性质 , 也有不少学者进行了研究并得到了一些重要的结

果[ 8-11] .例如 , S d f(n)有一个很重要的性质 , 即 S d f(n)保持奇偶性不变 , 也就是说若 n 为一个奇数则

S d f(n)也为奇数 ,而若 n为一个偶数则S d f(n)也为偶数.很容易发现 ,S d f(n)也是一个很不规律的函数 ,

尤其是在 n为偶数的时候S d f(n)表现出很不稳定的性质.

对 Z(n)和 S d f(n)这两个均表现出不稳定性质的函数 ,能否在它们之间找出一些联系呢 ?本文的主要

目的就是研究了下面两个函数方程的可解性 ,即求方程

　　　　Z(n)=S d f(n), 　Z(n)+1 =S d f(n)

的所有正整数解.本文通过初等方法解决了这个问题 ,即证明了下面的两个定理.

定理 1　对任意正整数 n >1 ,函数方程

　　　　Z(n)=S d f(n) (1)

仅有奇数解 ,且其所有解仅有 2种形式:①n =45;②n =p
α
11 p
α
22 …pαkk p ,其中 k ≥1 ,p1 <p2 <…<pk <p

均为奇素数 ,对 1 ≤ i ≤k ,αi ≥0且至少存在一个 αi ≥1 ,同时 p +1 ≡0(mod pαii ).

定理 2　对任意正整数 n >1 ,函数方程

　　　　Z(n)+1 =S d f(n) (2)

仅有奇数解 ,且其所有解仅有 3种形式:①n =9;②n =p;③n =p
α
11 p
α
22 …p

α
kk p ,其中 k ≥1 , p1 <p2 <
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… <pk <p 均为奇素数 ,对 1 ≤i ≤k , αi ≥0且至少存在一个αi ≥1 ,同时 p -1 ≡0(mod p
α
ii ).

2　定理的证明

定理 1的证明 　事实上 ,当 n =1时 ,方程 Z(n)=Sd f(n)成立.很容易验证 ,当 n =2 , 3 ,4 , 5 ,6 , 7时 ,

Z(n)=S d f(n)不成立.于是不妨设 n ≥8.

首先证明方程(1)不可能有偶数解.设 n =2
α
p
α
11 p
α
22 …p

α
kk 为 n的标准分解因式.

(1)若 k =0 ,即 n =2
α
,此时由 S d f(n)的性质可知 Sd f(2

α
)为偶数 ,而Z(2

α
)=2

α+1
-1为一个奇数 ,

从而 S d f(2α)≠Z(2α).故此时 n不满足方程.

(2)若 k ≥1 ,则 n =2αpα11 p
α
22 …pαkk .由S d f(n)保持奇偶性不变可知 ,若Z(n)=S d f(n)=a ,则a必为

一偶数 ,不妨设 Z(n)=S d f(n)=2m ,于是由 Z(n)定义有

　　　　2αpα11 p
α
22 …pαkk |m(2m +1). (3)

由(3)式可知 ,必有 2α|m ,且对  pαii ,必有 p
α
ii |m 或p

α
ii |(2m +1).

由 2
α
|m 可推出

　　　　2α|m !!. (4)

记 　　　　　S1 ={pαii :pαii |m}, 　S2 ={pαjj :pαjj |(2m +1)}.

注意到一个事实 ,即 S 2 ≠  ,这是因为若 S2 =  ,则对所有 p
αi
i 均有 p

αi
i |m ,又 2α|m ,于是由 2αpα11 p

α2
2 …

p
α
kk |(2m -1)·2m

2
可知 ,Z(n)≤2m -1 ,故 S 2 ≠ .于是:

(ⅰ)若 S1 =  , 即  pαii , pαii |(2m +1).若 max {pαii }≤ m , 结合(4)式知 ,S d f(n)≤ m;若

max{pαii }>m ,结合(4)式知 ,对S d f(n)=2s ,必  pαi0i
0
∈ S 2 ,使得p

α
i0i
0
|s.当然m ≠s.从而Sd f(n)≠2m;

(ⅱ)若 S1 ≠  , 设 p
α
ii ∈ S1 ,pαjj ∈ S2.若 max{pαii }<max{pαjj }, 类似(ⅰ)的分析方法可知 , 无论

max{pαjj }≤m ,还是 max{pαjj }>m ,都有 S d f(n)≠2m.若 max{pαii }>max{pαjj }时 ,可推出 S d f(n)≤m.

综合(ⅰ),(ⅱ)可知 ,此时 S d f(n)≠Z(n).这就证明了方程(1)不可能有偶数解.

若 n为奇数 ,设 n =p
α
11 p

α
22 …p

α
kk p
α
为 n 的标准分解因式.以下分 3种情况讨论:

(1)若 k =0 ,即 n =p
α
,此时 Z(p

α
)=p

α
-1为偶 ,而 S d f(n)为奇 ,所以 Z(p

α
)≠S d f(p

α
).

(2)若 k ≥1且α=1 ,则 n =p
α
11 p
α
22 …pαkk p.

①若 max{pαii }<p ,则由 S d f(n)性质可知

　S d f(n)=S d f(pα11 pα22 …p
α
kk p)=max{S d f(pα11 ), …, S d f(pαkk ),S d f(p)}=p.

若成立 Z(n)=S d f(n)=p ,则由 Z(n)定义知

　　　　pα11 p
α
22 …pαkk p |p(p +1)

2
.

于是必须成立 p
α
ii |(p +1),即 p +1 ≡0(mod p

α
ii ).

另一方面 ,我们证明只要满足 p +1 ≡0(mod pαii ),就有 Z(n)=p.对  h <p ,

(ⅰ)若 h <p -1 ,则由 p h(h +1)
2

知 , pα11 p
α
22 …pαkk p  h(h +1)

2
,故 Z(n)≠h;

(ⅱ)若h =p-1 ,则由p
α
ii |(p+1)及(p-1 , p+1)=2知 , pα11 p

α
22 …pαkk p (p -1)p

2
,故Z(n)≠p -1.

从而我们知道 ,若 p +1 ≡0(mod p
α
ii ),则有 Z(n)=S d f(n),这即是方程(1)的一组解.

②若 max{p
α
ii }>p ,则此时 S d f(n)=p或 S d f(n)=max{S d f(p

α
ii )}=S d f(p

α
jj ).

(ⅰ)若S d f(n)=p ,则由 max{p
α
ii }>p知 ,max{p

α
ii } 

p(p +1)
2

,故 Z(n)≠p ,从而Z(n)≠Sd f(n).

(ⅱ)若 Sd f(n)=max{S df(p
α
ii )}=S df(p

α
jj ),由Sd f(n)的性质知 ,必有 pj |S df(p

α
jj ),于是p j|Sd f(n).

首先注意到一个事实 ,即对任意奇素数 p及α≥2 ,除p
α
=3

2
外 ,均有Sd f(p

α
)<p

α
,因为若p ≤2α-1 ,

则 S d f(pα)=(2α-1)p <p
α(除 p

α=32 外);若 p <2α-1 ,则很容易由 p
2|pα!!知 ,S d f(pα)<p

α.而

当 S d f(n)=max{S d f(pαii )}=Sd f(32)=9时 ,很容易验证n =32 ×5 =45为一解 ,其余情况均不成立.
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对于 S d f(n)=max {S d f(pαii )}=S d f(pαjj )<p
α
jj , 若成立 Z(n)=S d f(n)=m ,则 m <p

α
jj 且

p
α1
1 p

α2
2 …pαkk p |m(m +1)

2
.又由以上分析知 , p j |m ,从而 p

αj
j |m ,这与 m <p

αj
j 矛盾.故 Z(n)≠S d f(n).

(3)若 k ≥1且α≥2 ,则 n =p
α
1

1 p
α
2
2 …p

α
k
k p

α
.

①若 S d f(n)=max{S d f(p
α
i
i )}=S d f(p

α
),由 k ≥1知 p

α
≠3

2
,于是 S d f(n)=S d f(p

α
)=m <

p
α
.此时由 p|m 及m <p

α
可推出 p

α
 
m(m +1)

2
,知 Z(n)≠m ,故 Z(n)≠S d f(n).

②若 S d f(n)=max{S d f(p
α
i
i )}=S d f(p

α
j
j ),由α≥2可知 ,在这种情况下αj ≥2且 p

α
j
j ≠3

2
,于是S

df(n)=S d f(p
α
jj )=m <p

α
jj .同样 ,由 p

α
jj  

m(m +1)
2

知 ,Z(n)≠m ,故 Z(n)≠S d f(n).

于是便完成了定理 1的证明.

定理 2的证明 　与定理 1的证明方法相似 ,这里只给出大概过程.由 Z(p)=p -1及 S d f(p)=p可

知 ,n =p满足方程(2).对 n =p
k 的情形 , Z(pk)+1 =p

k -1+1 =p
k ,但是除 n =32外均成立 S d f(pk)

<p
k
,当然不可能满足方程(2).而n =3

2
=9恰好就是方程(2)的一个特殊解.对n =p

α
11 p
α
22 …p

α
kk p的情形 ,

也容易证明 ,要使 Z(n)+1 =S d f(n)当且仅当满足 p -1 ≡0(mod p
α
ii ).其余情况均与定理 1的证明方法

类似.
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Tw o Equations Involving the F .Smarandache Function

YUAN Xia

(Department of Mathematics , Northwest University , Xi' an 710127 , China)

Abstract:To study the posi tive integ er solutions o f tw o equat ions invo lving the Pseudo Smarandache

function Z(n)and Smarandache double factorial function S d f(n), and obtained all the posi tive integ er

solut ions of this tw o equations by using the elementary method , and solved the solv ability of this tw o equa-

tions comple tely.

Key words:pseudo Smarandache function;Smarandache double facto rial function;equation;posi tive

integer solution
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