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关于 F.Smarandache可乘数函数的一类均值

李江华

(西北大学 数学系 ,陕西 西安　710127)

摘要:目的　研究 F.Smarandache可乘数函数 f(n)的一类均值 。方法　利用初等及解析方法。结

果　将研究的问题转变成除数函数及素数分布问题 。结论　给出一类 F.Smarandache可乘数函数

特殊均值的一个有趣的渐近公式 。
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1　引言及结论

设 n为任意正整数 ,一个算术函数 f(n)称为 F.

Smarandache可乘的 ,如果 f(1)=1,当 n>1且 n=

p
α1
1 p
α2
2 …p

αk
k 为 n的标准分解式时 , 有 f(n) =

max
1≤i≤k

{f(p
αi
i)}。例如函数 S(n)=min{m:m∈ N, n 

m!}是 F.Smarandache可乘函数。因为从 S(n)的定

义 ,很容易推断出 ,如果 n=p
α
1

1 p
α
2

2 …p
α
k
k是 n的标准

素因数分解式 ,那么

S(n)=max
1≤i≤k

{S(p
αi
i)},

所以说 S(n)是 F.Smarandache可乘函数 ,它的前几

个值是 S(1)=1, S(2)=2, S(3)=3, S(4)=4,

S(5)=5, S(6)=3, S(7)=7, S(8)=4, S(9)=

6, S(10)=5 , …。关于 S(n)的算术性质 ,有不少学

者进行过研究 ,获得了许多有重要理论价值的研究

成果
[ 1-5]
。例如 , FarrisMark和 MichellPartick在文

献 [ 2] 中研究了 S(n)的有界性问题 ,得出了 S(p
α
)

的上下界估计 ,即证明了

(p-1)α+1≤S(p
α
)≤(p-1)[ α+1+logpα]

+1。

LuYaming研究了一个包含 S(n)的方程的可

解性问题
[ 3]
,证明了对任意正整数 k≥ 2,方程

S(m1 +m2 +… +mk)=S(m1)+S(m2)+…

+S(mk)

有无穷多组正整数解(m1 , m2 , … , mk)。

JozsefSandor
[ 4]
进一步证实对任意正整数 k≥

2,存在无限多组正整数 (m1 , m2 , …, mk)满足不等

式

S(m1 +m2 +… +mk)>S(m1)+S(m2)+…

+S(mk)。

同样 ,又存在无限多组正整数(m1 , m2 , …, mk),使得

S(m1 +m2 +… +mk)<S(m1)+S(m2)+…

+S(mk)。

徐哲峰
[ 5]
研究了 S(n)的值分布问题 ,获得了

一个更深刻的结果 ,即证明了下面的定理。

设 P(n)表示 n的最大素因子 ,则对任意实数 x

>1,有渐近公式

∑
n≤x
(S(n)-P(n))

2
=

2ζ(3
2
)x

3
2

3lnx
+O x

3
2

ln
2
x
。 (1)

其中 ζ(s)表示 RiemannZeta-函数。

此时 ,当 n=p
α
1

1 p
α
2

1 …p
α
k
k为 n的标准素因数分解

式时 ,令

SL(n)=max{p
α
1

1 , p
α
2

2 , …, p
α
k
k}。

显然这个函数也是 F.Smarandache可乘函数 ,它称

为 F.SmarandacheLCM函数 。关于这个函数的性

质 ,也有不少学者进行过研究 ,参阅文献 [ 6 -8] 。

本文研究另一个 F.Smarandache可乘函数



 S(n)的均值问题 ,根据文献 [ 9] ,定义  S(n)如下:

 S(1)=1,当 n>1且 n=p
α1
1 p

α2
2 …p

αk
k为 n的标准素

因数分解式时 ,令

 S(n)=max{α1p1 , α2p2 , α3p3 , … , αkpk}。

容易验证这个函数是 F.Smarandache可乘函数。关

于它的初等性质 , 不少学者也进行过研究 ,如文献

[ 6]中指出在式(1)中用  S(n)替换 S(n),结论同样

成立。文献 [ 9] 中还证明了下面的结论:设 k为任意

正整数 。那么对任意实数 x>1,有渐近公式

∑
n≤x
( S(n)-p(n))

2
=

x
3
2 · ∑

k

i=1

ci
ln
i
x
+O(

x
3
2

ln
k+1
x
)。

其中 p(n)表示 n的最小素因子 , ci(i=1, 3, … , k)

为可计算的常数且 c1 =
2

3
。

现在对任意实数 x>2,考虑求和式

∑
n∈ N
 S(n)≤x

1。 (2)

其中 N表示所有正整数之集合。

本文的主要目的是研究式(2)的渐近性质 ,并

给出一个有趣的渐近公式 ,即证明下面的定理 。

定 　理 　对任意实数 x>1,有渐近公式

∑
n∈ N
 S(n)≤x

1 =e
c· x
lnx
+O(x(lnlnx)

2

ln2x
)
。

其中 c=∑
∞

n=1

ln(n+1)
n(n+1)

是一个常数 。

由此定理立刻得到下面的推论。

推 　论 　对任意实数 x>1,设 π(x)表示所

有不大于 x的素数的个数 ,则有极限公式

x※
lim

∞ ∑
n∈ N
 S(n)≤x

1
π(x) =e

c
。

2　定理的证明

用初等方法及素数定理直接给出定理的证明 。

设 x是实数且 x>2,那么对任意素数 p≤x,显然存

在惟一的正整数 α=α(p),使得

α(p)·p≤x<(α(p)+1)· p

或者

α(p)= x
p
。

由函数 S(n)的性质知如果 n=p
α
1

1 p
α
2

2 …p
α
k
k是 n的标

准素因子分解 ,那么当  S(n)≤x时对于任意 d n都

有  S(d)≤x。此外 ,对任意正整数 m和 n,当(m, n)

=1且  S(m)≤x,  S(n)≤x时 ,由函数  S(n)的定义

不难推出  S(mn)≤x。所以当 α(p)=[
x
p
]时 ,设 m

=∏
p≤x
p
α(p)
,则所有满足  S(n)≤x的正整数 n都是 m

的因子。设 N表示所有正整数集合 ,则通过前面分析

以及除数函数的性质 ,有

∑
n∈ N
 S(n)≤x

1 =∑
d m

1 =d(m)=

∏
p≤x

1 +[
x
p
] =e

∑
p≤x

ln(1+[ x
p
] )
。 (3)

设 k=[ ln
2
x] ,那么应用素数定理

[ 10, 11]

π(x)=∑
p≤x

1 =
x
lnx
+O x

ln
2
x

可得

∑
p≤x
ln1 +[

x
p
] =

∑
x
ln2x
<p≤x

ln(1 +[
x
p
] )+∑

p≤ x
ln2x

ln(1 +[
x
p
] )=

∑
x
ln2x
<p≤x

ln(1 +[
x
p
] )+O(∑

p≤ x
ln2x

lnx)=

∑
k-1

n=1
∑

x
n+1<p<

x
n

ln(1 +[ x
p
] )+O(x

ln
2
x
)=

∑
k-1

n=1
∑

x
n+1≤p≤

x
n

ln(1 +n)+O(
x
ln

2
x
)=

∑
k-1

n=1

x

nln
x
n

-
x

(n+1)ln
x
n+1

ln(n+1)+

O(
x
ln

2
x∑
k-1

n=1

1

n
)=

x
lnx∑

k-1

n=1

ln(n+1)
n(n+1)

+O
x(lnlnx)

2

ln
2
x

=

c·
x
lnx
+O(

x(lnlnx)
2

ln
2
x
)。 (4)

其中 c=∑
∞

n=1

ln(n+1)
n(n+1)

是一个常数。

结合式(3)及式(4)立刻得到渐近公式

∑
n∈ N
 S(n)≤x

1 =e
c· x
lnx
+O(x(lnlnx)

2

ln2x
)
。

于是完成了定理的证明 。

由定理及素数定理并注意到 y※ 0时 e
y
=1 +

O(y)立刻得到

∑
n∈ N
 S(n)≤x

1
1
π(x) =

e
c+O((lnlnx)2

lnx
)
=e

c
+O((lnlnx)

2

lnx
)。
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在上式中取 x※∞不难得到推论 。
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OnthemeanvalueoftheF.Smarandachemultiplicativefunction
LIJiang-hua

(DepartmentofMathematics, NorthwestUniversity, Xi′an710127, China)

Abstract:Aim　TostudythemeanvalueoftheF.Smarandachemultiplicativefunctionf(n).Methods　Using

theelementaryandanalyticmethods.Results　TheresearchproblemwaschangedintotheDirichletdivisorproblem

andtheprimedistributionproblem.Conclusion　Aninterestingasymptoticformulaforthemeanvalueoff(n)is

given.

Keywords:F.Smarandacehmultiplicativefunction;meanvalue;asymptoticformula

·学术动态 ·

我校 3项科研成果荣获省部级科学技术一等奖

近日 ,从教育部和省政府传来喜讯 , 2008年度我校有 3项重大科研成果获省部级科学技术奖一等奖 ,其

中地质学系张兴亮教授等完成的 “后生动物门类起源与早期演化研究 ”荣获教育部高等学校科学研究优秀

成果奖(科学技术)一等奖 ,化学与材料科学学院王尧宇教授等完成的 “多功能配位聚合物的构筑 、性能 、构

效关系及应用研究”和地质学系赖绍聪教授等完成的 “青藏高原北部岩浆作用及其大陆动力学意义 ”荣获陕

西省科学技术奖一等奖。这是我校在政府科技奖励方面取得的又一次标志性成果。自 2001年以来 ,我校共

获得国家自然科学一等奖 1项 ,获得教育部科学技术一等奖 2项 ,获得陕西省科学技术一等奖 9项。

教育部高等学校科学研究优秀成果奖(科学技术)面向全国高等院校 ,每年评审一次 ,授予高等学校在

科学发现 、技术发明和科技进步等方面做出突出贡献的科技工作者和单位 ,是国家教育部对广大科技工作者

多年来从事科技工作的肯定 ,分设自然科学奖 、技术发明奖 、科技进步奖 、科技进步奖(推广类)和专利奖。

2008年度授奖项目已经公布 ,自然科学奖 97项(其中一等奖 43项);技术发明奖 34项(其中一等奖 13项);

科技进步奖 145项(其中一等奖 58项);科技进步奖(推广类)10项(其中一等奖 2项);专利奖 3项(其中一

等奖 1项)。陕西省科学技术奖授予在本省从事科学研究 、技术开发 、成果转化以及产业化等科技活动 ,并

为本省做出创造性突出贡献的科技工作者和单位。 2008年度授奖项目共计 203项 ,其中一等奖 28项 ,二等

奖 68项 ,三等奖 107项 。

(薛　鲍)
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