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摘　要:设 n是一个正整数 ,a (n)表示 n的平方补数 ,即 a(n )表示使 nk为一完全平方数的最小正

整数 k。本文的主要目的是研究 a (n)的均值性质 ,并利用初等方法给出两个有趣的渐近公式。
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　　设 n为任一正整数 ,a (n )表示使 nk为一完全平

方数的最小正整数 k ,例如: a ( 1)= 1,a ( 2)= 2,a ( 4)

= 1,… , a ( 12)= 3,… , a ( p )= p ,a (m
2 )= 1,其中 p

为素数。在文献 [2]的问题 27中 , F. Smarandache教

授要求我们研究数列 {a (n ) }的性质 ,关于这一问题 ,

我们不知道至今是否有人研究 ,只知道它的一些简

单性质 ,如 a (n)为积性函数 ,且 a (a (n ) )= a (n ) ,以

及 a(n )∏
pT‖ n

P
1
2
( 1- (- 1)T) , 其中 P

T‖ n 表示 P
T|n , 而

P
T+ 1 n.

本文的主要目的是研究均值 ∑
n≤ x

a(n )和∑
n≤ x

1
a(n )

的渐近性质 ,并利用初等方法证明下面的

定理 1　对任一实数 x≥ 1,有渐近公式

∑
n≤ x

a (n) =
π2

30
x
2 + O x

3
2

定理 2　对任一实数 x≥ 1,有渐近公式

∑
n≤ x

1
a (n)

=
Y

3
2

Y( 3)
x + O ( lnx ) ,

其中Y(s )为 Riemann Zeta-函数。

定理的证明

为完成定理的证明 ,我们需要初等数论中的几

个简单结论 ,即就是

|_ (n )|= ∑
d2|n

_ ( d ) ( 1)

对任一正整数 n,则 n可唯一的表示为

n = m
2
k ,其中 _ (k )≠ 0,_ (n )为 Mo bius函数。

( 2)

现在我们利用性质 ( 1)及 ( 2)来完成定理的证

明。

定理 1的证明　应用 ( 2)式有

∑
n≤ x

a(n ) = ∑
m2k≤ x

a (m
2
k )|_ (k )|= ∑

m2k≤ x

k|_ (k )|

注意到 ( 1)式 ,即可推得

∑
n≤ x

a(n ) = ∑
m2k≤ x

k∑
d 2|k

_ (d ) =

∑
m2d 2h≤ x

d
2
h_ (d ) =

∑
m2d 2≤ x

d
2
_ (d ) ∑

h≤ x

m2d 2

h =

∑
md≤ x

d
2_ (d )

1
2

 
x
2

m
4
d
4 + O

x
m

2
d
2 =

x
2

2 ∑
md≤ x

_ (d )
m

4
d
2 +

O x  ∑
md≤ x

|_ (d )|
m

2 =

x
2

2 ∑
d≤ x

_ ( d )
d
2 ∑

m≤ x
d

1
m

4 + O x
3
2 ( 3)

注意到

∑
n≤ x

1
n
4 = Y( 4) + O

1
x
3

∑
n≤ x

_ (n )
n
2 =

1
Y( 2)

+ O
1
x

由 ( 3)式得

∑
n≤ x

a(n ) =
x
2

2 ∑
d≤ x

_ ( d )
d
2
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Y( 4) + O

1

x
d

3
+ O x

3
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x
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Y( 4) ∑

d≤ x

_ ( d )
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2 +

O x
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结合Y( 4) =
π4

90
,Y( 2) =

π2

6
,立即得到

∑
n≤ x

a (n) =
π2

30
x
2 + O x

3
2

于是完成了定理 1的证明。

定理 2的证明　应用 ( 2)式得

∑
n≤ x

1
a (n) = ∑

m2k≤ x

|_ (k )|
a(m

2
k )

= ∑
m2k≤ x

|_ (k )|
k

注意到 ( 1)式及∑
n≤ x

1
n
s = Y(s ) + O

1
x
s- 1 ,

∑
n≤ x

_ (n )
n
s =

1
Y(s )

+ O
1

x
s- 1 即可推得

∑
n≤ x

1
a (n)

= ∑
m
2
k≤ x

∑
d
2|k

_ (d )

k
=
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m2d2s≤ x

_ (d )
d
2
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∑
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_ (d )
d
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d x
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d
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d s
+ O ( 1) =
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+ O ( lnx ) =
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1

s
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d≤ x

s
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d
3 + O ( lnx ) =

x∑
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1
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1
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1
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1
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+ O ( lnx ) =
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1
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x
+

O( lnx ) =

Y
3
2

Y( 3)
x + O ( lnx )于是完成了定理 2

的证明。
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Abstract: Let n be a postiv e integ er, a ( n) is a square complements of n, that i s , a ( n) is the smallest

integ er k such tha t nk is a perfeet squa re. The main purpose o f this paper is to study the mean value

property o f a ( n) , and use the elementa ry methods to giv e tw o interesting asymptotic fo rmulas.
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