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摘　要:引入一个新的数论函数 ,利用初等方法和解析方法研究了它的均值性质 ,并给出了这个新

的数论函数与莫比乌斯数之间的一个恒等式以及均值公式 .
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1　引言及结论

对任意正整数 n及给定的素数 p ,如果 p
T
‖ n ,

定义函数 ap (n ) = p
T,ap ( 1) = 0.关于这一函数性质

研究 ,笔者至今未见相关论文 .而这一问题本身的研

究也是很有意义的 . 这 个函数是著名的 F.

Sma randache函数 ep (n ) (参阅文献 [1 ] )的推广 .关

于 ep (n)的性质 ,很多学者进行了研究 ,并获得了不

少有趣的渐近公式 (参阅文献 [2] ) .本文利用初等方

法和解析方法研究了这个函数的性质 ,并得到了这

个函数与莫比乌斯函数之间的一个恒等式以及它的

均值公式 .即有下面的:

定理 1　对任意正整数 n及给定素数 p,我们有

下列等式

∑
d|n
_ ( d )ap

n
d
=

p
k - 1 (p - 1) , n = p

k ,n > 1;

0, 其它 .

其中 _ (n )是莫比乌斯函数 .

定理 2　对任意实数 x > 1,有渐近公式

∑
n≤ x

bp (n) = xP3 ( lnx ) + O (x
1
2
+ X) ,

其中 bp (n ) = ∑
d|n

ap (n)ap
n
d

,P3 ( y )为 y的 3次多

项式 ,且首项系数为 c = 1
6
( p - 1)

2

p
2
ln
2
p
,X为任意给定

的正数 .

2　定理的证明

现在给出定理证明:

定理 1证明: 我们用初等的方法来完成定理 1

的证明 .

对任意的复数 s ( Re s > 1) ,有

∑
∞

n= 1

ap (n )
n
s = ∑

∞

m= 0
∑
∞

u= 1
( p ,u )= 1

p
m

( pm
u )s

=

∑
∞

m= 0

1
p
m ( s- 1 ) ∑

∞

u= 1
( p, u) = 1

1
u
s =

Y(s ) 1 -
1
p
s ∑

∞

m= 0

1
p
m (s- 1) . ( 1)

即　 1
Y(s )∑

∞

n= 1

ap (n )
n
s =

1 - 1
p
s 1+ 1

p
s- 1 +

1
p
2(s- 1) + … =

1+
p - 1
p
s + … +

p
k - p

k - 1

p
ks + … . ( 2)

因为
1
Y(s ) = ∑

∞

n= 1

_ (n )
n
s ,所以

1
Y(s )∑

∞

n= 1

ap (n)

n
s = ∑

∞

n= 1

_ (n )
n
s ∑

∞

n= 1

ap (n )

n
s =

∑
∞

n= 1

∑
d|n
_ (d )ap

n
d

n
s ( 3)
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比较 ( 2) , ( 3)等式两边的系数 ,可得

∑
d|n
_ ( d )ap

n
d
=

p
k- 1 ( p - 1) , n = p

k ,n > 1;

0, 其它 .
于是完成了定理 ( 1)的证明 .

定理 2的证明: 我们也可以采用初等的方法来

完成定理 2的证明 ,但是用初等方法得到数论函数

均值渐近公式的误差比较大 ,不利于我们分析和研

究函数的性质 ,为了使数论函数的均值有一个更精

确的渐近公式 ,我们利用解析方法来完成定理 2的

证明 .

对任意的复数 s ( Re s > 1) ,设 f (s ) = ∑
∞

n= 1

bp (n )
n
s ,其中 bp (n ) = ∑

d|n
ap (n )ap

n
d
.

由 ( 1)可得

f (s ) = ∑
∞

n= 1

bp (n )

n
s = ∑

∞

n= 1

ap (n )

n
s

2

=

Y
2
(s )

1 -
1
p
s

2

1 -
1

p
s- 1

2 ,

其中Y(s )为 Riemanne Zeta函数 ,并在 s = 1处有一

阶极点 ,留数为 1.而 f (s )
x
s

s
在 s= 1处有 4阶极点 ,

留数为

1
3!
lim
s→ 1

(s - 1) 4 f (s )
x
s

s
 = xP3 ( lnx ) ,

此处 u 表示对复变量 s求三阶导数 , P3 ( y )为 y的三

次多项式 ,且首项系数为

c =
1
6
( p - 1) 2

p
2 ln2p

.

在 Per ron公式 (参阅文献 [3]中定理 6. 2)中取 b =

3
2 , T > 2,可得

∑
n≤ x

bp (n ) =
1
2πi∫

3
2
+ iT

3
2
- iT

f (s )
x
s

s
ds+ O x

3
2

T
.

将上式积分线移至 Re s = 1
2
+ X处 ,于是取 T = x

可得

∑
n≤ x

bp (n ) = xP3 ( lnx ) +
1
2πi∫

1
2
+ X+ i T

1
2
+ X- i T

f (s )
x
s

s
ds +

O x
1
2
+ X =

x P3 ( lnx ) + O∫
T

- T
f
1
2
+ X+ i t

x
1
2+X

1+ |t|
dt +

O x
1
2
+X =

x P3 ( lnx ) + O x
1
2
+ X .

这就完成了定理 2的证明 .
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Abstract: The asymptotic property of a new ari thmetical function w as studied and some interesting

asymptotic fo rmulas w ere obtained.
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