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关于 Smarandache LCM函数及 Smarandache函数
SM(n)的混合均值

杨衍婷， 任刚练
(咸阳师范学院 数学与信息科学学院，咸阳 712000)

摘 要:设 n为正整数，F． SmarandacheLCM函数 SL(n)和函数 SM(n)定义为:SL(1) =1，SM(1) =
1，当 n ＞1，并且 n的标准分解式为 n = pα11 pα22 …pαkk 时，SL(n) = max

1≤i≤k
{pαii }，SM(n) = max

1≤i≤k
{αi·pi}，利用初

等方法及素数的分布性质研究函数(SL(n) － SM(n))2 的均值性质，并给出了一个有趣的渐近公式。
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0 引言及结论
对于任意的正整数 n，著名的 F． Smarandache LCM函数 SL(n)定义为最小的正整数 k，使得 n ［1，2，…，

k］，其中［1，2，…，k］表示 1，2，…，k的最小公倍数。例如，SL(n)的前几个值为 SL(1) = 1，SL(2) = 2，SL(3)
= 3，SL(4) = 4，SL(5) = 5，SL(6) = 3，SL(7) = 7，SL(8) = 8，SL(9) = 9，SL(10) = 5，…。当 n ＞ 1 时，并且 n
的标准分解式为 n = pα11 pα22 …pαkk 时，SL(n) = max

1≤i≤k
{pαii }。关于 SL(n)的性质，一些学者已经作了研究，获得了

很多有趣的结果［1 － 4］。例如，杨明顺［2］研究了 Smarandache 函数与 Smarandache LCM 函数的混合均值，得到

渐近公式∑
n≤x

S(n)
SL(n) = x + O xlnlnx

ln( )x
。

设 m，n是正整数，并且(m，n) = 1，如果一个算术函数 f(n)满足 f(mn) = max{ f(m)，f(n)}，称 f(n)为
Smarandache可乘函数。显然 Smarandache可乘函数不是可乘函数。由定义可以看出，SL(n)为 Smarandache
可乘函数。设正整数 n 的标准分解式为 n = pα11 pα22 …pαkk ，定义 Smarandache 可乘函数 SM(n)为 SM(n) =
max
1≤i≤k
{αi·pi}。当 n为素数时，SL(n) = SM(n)。关于 SM(n)的性质，许多学者也进行了研究，获得了有趣的

结果［5］。本文的主要目的是利用初等方法及素数的分布性质研究函数(SL(n) － SM(n)) 2 的均值性质，并
给出了下面的渐近公式。

定理 对于任意的实数 x，有如下的渐近公式

∑
n≤x
［SL(n) － SM(n)］2 =

2ζ( 52 )x
5
2

5lnx + O x
5
2

ln2( )x ，
其中 ζ( s)为 Ｒiemann zeta函数。

1 定理的证明
为了证明定理，需要如下引理。
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引理 设 p为素数，k为≤x
1
3的正整数，则有渐近公式

∑
k ＜ p≤槡

x
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(p2 － 2p) 2 = 2x
5
2

5k
5
2 ln x

k
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x

5
2

k
5
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。

证明 注意到 π(x) = x
lnx + O x

ln2( )x ，应用 Abel恒等式［6 － 7］，有

∑
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∑
k ＜ p≤槡
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从而有 ∑
k ＜ p≤槡
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下面完成定理的证明。
对于任意给定的正整数 n，设 p(n)表示 n的最大素因子。将所有正整数集 N分成以下 5 个子集合 A，B，

C，D，E，其中

A = {n | n∈N，p(n) ＞槡n}， B = {n | n∈N，n = kp2(n)，k ＜ n
1
3 ＜ p(n)≤槡n}，

C = {n | n∈N，n有素因子 p1 满足 n = kp1p(n)，k ＜ n
1
3 ＜ p1 ＜ p(n)≤槡n}，

D = {n | n∈N，n = kp(n)，n
1
3 ＜ p(n)≤槡n，p(k)≤n

1
3 }，E = {n | n∈N，p(n)≤n

1
3 };

从而由集合 A，B，C，D，E的定义有

∑
n≤x
［SL(n) － SM(n)］2 = ∑

n≤x
n∈A
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当 n∈A时，SL(n) = SM(n) = p(n)，故∑
n≤x
n∈A

≤ x
n∈A
［SL(n) － SM(n)］2 = 0。

当 n∈B时，SL(n) = p2(n)，SM(n) = 2p(n)，由引理，
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= ∑
k≤x

1
3

2x
5
2

5k
5
2 lnx

+ O ∑
k≤x

1
3

x
5
2

ln x
k lnx

·lnk
k









5
2 + O ∑

k≤x
1
3

x
5
2

k
5
2 ln2( )x 。

当 k≤x
1
3时， 1

ln x
k lnx

 1
ln2x
，而∑

k≤x
1
3

lnk
k

5
2

= O(1)，所以

∑
n≤x
n∈B

［SL(n) － SM(n)］2 =
2ζ( 52 )x

5
2

5lnx + O x
5
2

ln2( )x 。
当 n∈C时，SL(n) = SM(n) = p(n)，故∑

n≤x
n∈C

［SL(n) － SM(n)］2 = 0。

当 n∈D时，注意到对于任意的正整数 α和素数 p，有 α·p≤pα 恒成立。因此，

∑
n≤x
n∈D

［SL(n) － SM(n)］2 ∑
qαk≤x，q ＜ (qαk)
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3

(qαk)
1
3 ＜ k，2≤α

q2α  ∑
q≤x

2
3α，2≤α

q3－α ＜ k≤ x
qα

q2α ∑
q≤x

2
3α

2≤α

q2α x
qα

－ q3－( )α
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2
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当 n∈E时，由于 p(n)≤n
1
3，若 SL(n) = p(n)，则 SM(n) = p(n)。设 SL(n) = pα，α≥2，注意到对于任意

的正整数 α和素数 p，有 α·p≤pα 恒成立。所以，

∑
n≤x
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因此

∑
n≤x
［SL(n) － SM(n)］2 =

2ζ( 52 )x
5
2

5lnx + O x
5
2

ln2( )x 。
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On the hybrid mean value of Smarandache LCM function
and Smarandache function SM(n)

YANG Yan-ting， ＲEN Gang-lian
(College of Mathematics and Information Science，Xianyang Normal University，Xianyang 712000，China)

Abstract:Let n be a positive integer，Smarandache LCM function and Smarandache function SM(n) are defined as
follows: SL(1) = 1，SM(1) = 1，SL(n) = max

1≤i≤k
{pαii } and SM(n) = max

1≤i≤k
{αi·pi} when n ＞ 1 and n can be factor-

ized as n = pα11 pα22 …pαkk ． A hybrid mean value problem of the function (SL(n) － SM(n)) 2 is studied and an inter-
esting asymptotic formula is given by using the elementary method and the distribution property of prime numbers．
Key words:Smarandache LCM function; Smarandache multiplicative function; mean value; asymptotic formula
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