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关于 Smarandache LCM 函数与 Smarandache
简单数列的混合均值

赖展翅

( 咸阳职业技术学院基础部，陕西 咸阳 712000)

摘 要:为了研究 Smarandache LCM 函数与 Smaran － dache 简单数列的混合均值性质，利用
初等方法和解析方法，获得了复合函数 SL( pd( n) ) 的混合均值的性质及渐近公式。发展了
F． Smarandache教授在《Only Problems，Not solutions》一书中相关问题的研究工作。
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One hybrid Mean Value Formula Involving of Smarandache LCM Function
and Smarandache Sequences

LAI Zhan － chi
( Department of Basic Courses，Xianyang Vocational and Technical College，Xianyang Shaanxi 712000，China)

Abstract: In order to study the hybrid mean value properties of Smarandache LCM function and Smarandache se-
quences，the primary method and the analysis method were used． The hybrid mean value nature of the composite
function SL( pd ( n) ) and its asymptotic formula were obtained． The study developed research work for the ques-
tions described in the book "Only Problems，Not solutions" by Professor F． Smarandache．
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1 引言及结论

设 n 为正整数，著名的 F． Smarandacl7e LCM

函数 SL( n) ［1］: SL( n) = max{ pα11 ，pα22 ，…，pαkk } ，

其中 n = pα11 pα22 …pαkk 是 n的标准分解式。

Smarandache简单数集 A:

Pd( n) =∏
d | n

d =∏
n
d | n

n
d = (∏

d | n
d·n

d )
1
2 = n

d( n)
2 ;

Pd ( n) 表示不大于 n的真因子积。

qd ( n) = ∏
d | n，d ＜ n

d =
∏
d | n

d

n = n
d( n)
2 －1 ; qd ( n) 表示

小于 n的真因子积。

其中 d( n) 为 n的所有正因数的个数。这两个

数列称为 Smaran － dache 简单数列。

对于 Smarandache LCM函数与 Smaran － dache

简单数列的研究文献已不少［2 － 9］，本文在前面文献

的基础上，利用初等方法和解析数论方法，研究了

复合函数 SL( Pd ( n) ) 与 SL( qd ( n) ) 的混合均值性

质，即就是将证明以下结论:

定 理 设 k≥ 2 是给定正整数，对于任意整

数 x≥ 1，有下面的渐进公式:



∑
n≤x

SL( pd ( n) ) =
π4

72·
x2
ln x +∑

k

i = 2

ci·x2

lni x
+

O( x2

lnk+1x
)

∑
n≤x

SL( qd( n) ) =
π4 － 12π2

72 · x2
ln x +∑

k

i =2

di·x2

lnix
+

O( x2

lnk+1x
)

其中 ci ( i = 2，3，…，k) ，di ( i = 2，3，…，k) 是

可计算常数。

2 引理及其证明

引理 1［3］187 对于任何正整数 αi，则有

SL( pαii ) ＜ αi pi。特别的，当 αi ＜ pi，有 SL( pαii ) =

αi pi，这里 pi 是素数。

引理 2［3］187 对于任意正整数 n，若它的标准

素因数分解式是 n = pα11 pα22 …pαkk ，则有 SL( n) =

max
1≤i≤k
{ SL( pαii ) }。

引理3 设P( n) 是n的最大素因子，如果 槡P ＞ n，

则有

SL( n) = P( n) 。

证 明 设 pi 是 n的素因子，( 1 ＜ i ＜ k且

pi ≠ P) ，有 SL( pαii ) = αi pi

下面分三种情形讨论 SL( pαii ) 的上界:

1) 如果 αi = 1，则 SL( pαii ) = pi ;

2) 如果 αi = 2，SL( p2i ) = 2pi ≤ 2n
1
4 槡＜ n ;

3) 如果 αi ≥ 3，SL( pαii ) = αi pi ≤ αin
1
2αi≤ n

1
2αi

ln n
ln pi 槡＜ n。

事实上如果 pα | n，有 α≤ ln n
ln p，结合上述三种

情形得到:

SL( pαii ) ≤槡n ( 1)

若 pi = P，由 P的定义以及 槡P ＞ n，有

SL( P( n) ) = P( n) ( 2)

由式( 1) 与式( 2) 立刻得到

SL( n) = max
1≤i≤k
{ SL( pαii ) } = SL( P( n) ) =

P( n)

完成了推论的证明。

引理 4［10］81 对于任何实数 x ＞ 1，有渐近公式

π( x) = ∑
p≤n

1 = ∑
k

i = 1

ai·x
lni x

+ O( x
lnk+1x
)

其中 ai = ( i － 1) ! ，( i = 1，2，3，…，k) 。

3 定理的证明

对于任意的 n≥ 1，n = pα11 pα22 …pαrr 为 n的标

准素因子分解式，现将区间( 1，x］上的所有正整数

拆分成如下两个子集 A，B:即 A = { n ∈ ( 1，x］|，

存在素数 P，使得 P | n，且 槡P ＞ n，n∈N+ ． } ，其中

P( n) 是 n的最大素因子; B = { n∈ ( 1，x］|，n

A，n∈ N+ ． }

分类讨论

1) 对于任意的 n≥ 1且 n∈ A，则 n = mP( n)

= mp，( m，p) = 1，且 槡m ＜ n ＜ p，易见: d( m) ＜

槡n ＜ p及 d( n) = 2d( m) ，根据引理 3，有:

∑
n≤x
n∈A

SL( Pd( n) ) =∑
mp≤x
m≤x

SL( ( mp)
d( mp)
2 ) =

∑
mp≤x
m≤x

SL( pd( m) ) =∑
m≤槡x
∑

m≤p≤ x
m

d( m) p =

∑
m≤槡x

d( m) ∑
m≤p≤ x

m

p =∑
m≤槡x

d( m) ∑
m≤p≤ x

m

p +

O(∑
m≤槡x

d( m)· m
ln m) =∑m≤槡x

d( m) ∑
m≤p≤ x

m

p + O( x) ( 3)

由Abel求和公式［10］77及引理4有:

∑
p≤ x

m

p = ∫
x
3
2
t2dπ( t) = x

m·π(
x
m ) － ∫

x
3
2
π( t) dt =

x2

2m2ln x
+∑

k

i =2

bi·x2·lnix
m2ln2x

+ O( x2

m2lnk+1x
) ( 4)

其中 bi ( i = 1，2，3，…，k) 是可计算常数。

注意到 ζ( 2) =∑
∞

n =1

1
n2

= π
2

6 及

∑
∞

n =1

d( n)
n2

= (∑
∞

n =1

1
n2
) 2 = π

4

36 ( 5)

由式( 3) ～式( 5)可推得:
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∑
n≤x
n∈A

SL( Pd( n) ) =∑
m≤槡x

d( m) ∑
m≤p≤ x

m

p + O( x) =

x2
2ln x∑m≤槡x

d( m)
m2 +∑

m≤槡x
∑

k

i = 2

bi·x2d( m) ·lni x
m2 lni x

+

O( x2

lnk+1x
) = π

4

72·
x2
ln x +∑

k

i = 2

ci·x2

lni x
+ O( x2

lnk+1x
)

其中 ci ( i = 2，3，…，k) 是可计算常数。
2 ) 若 n∈ B，由引理1、引理2及 q2d ( n) = nd( n)

有: Pd ( n) = n
d( n)
2 = pα1·

d( n)
2

1 pα2·
d( n)
2

2 …pαr·
d( n)
2

r ，从而

SL( Pd ( n) ) = SL( pα1·
d( n)
2

1 pα2·
d( n)
2

2 …pαr·
d( n)
2

r ) =

max
1≤i≤k
{ SL( pαi·

d( n)
2

i ) } ≤ max
1≤i≤k
{ αi·

d( n)
2 pi} ≤

d( n)
2 槡n ln n

由文献［9］知道∑
n≤x

d( n) = xln x + O( x) 

xln x，因此可得:

∑
n≤x
n∈B

SL( Pd ( n) ) ≤∑
n≤x
n∈B

d( n)
2 槡n ln n

∑
n≤x

d( n) 槡x ln x x
3
2 ln2x

结合式( 1) 和式( 2) 立即得到:

∑
n≤x

SL(Pd( n) ) =∑
n≤x
n∈A

SL(Pd( n) ) +∑
n≤x
n∈B

SL(Pd( n) ) =

π4

72·
x2
ln x +∑

k

i = 2

ci·x2

lni x
+ O( x2

lnk+1x
)

其中 ci ( i = 1，2，3，…，k) 是可计算常数。
用类似的方法可证明

∑
n≤x

SL( qd ( n) ) =
π4 － 12π2

72 · x2
ln x +

∑
k

i = 2

di·x2

lni x
+ O( x2

lnk+1x
)

其中 ci ( i = 1，2，3，…，k) 是可计算常数。
定理证明完毕。
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