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关于 Smarandache-Pascal数列的几个猜想①

刘 宝 利

西安航空职业技术学院 计算机工程学院，陕西 阎良 710089

摘要: 对任意数列{bn}，它的 Smarandache-Pascal数列是通过{bn}定义的一个新的数列{Tn}，其中 T1 = b1，T2 = b1

+ b2，T3 = b1 + 2b2 + b3 ． 一般地，当 n≥ 2 时，Tn+1 =∑
n

k = 0
Ck

n·bk+1，其中 Ck
n = n!

k!( n － k) ! 为组合数． 利用初等方

法以及组合数和 Fibonacci数的性质研究并解决猜想: 设{Tn} 是由{bn} = {F8n+1} = {F1，F9，F17，…} 生成的
Smarandache-Pascal数列，则有恒等式 Tn+1 ≡ 49( Tn － Tn－1 ) ，其中 n≥ 2．
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对任意给定的数列{ bn} = { b1，b2，…，bn，…} ，我们通过二项式展开的方式定义一个新的数列{ Tn} :

T1 = b1，T2 = b1 + b2，T3 = b1 + 2b2 + b3 ． 一般地，当 n≥ 2 时我们有

Tn+1 = ∑
n

k = 0
Ck

n·bk+1

其中 Ck
n = n!

k!( n － k) ! 为组合数．

通过这种方式定义的数列{ Tn} 称为 Smarandache-Pascal数列． 例如当{ bn} = { 1，2，3，…} 为正整数
列时，Tn = { ( n + 1) ·2n－2 } = { 1，3，8，…} ; 当 b1 = b2 = b3 = … = 1 时，Tn = 2n－1 ． 这一数列是由美
籍罗马尼亚著名数论专家 F. Smarandache在文献［1］中利用数列{ bn} 及二项式的 Pascal恒等式构造的． 文
献［2］对于一些特殊的数列{ bn} ，如著名的 Fibonacci数列{ Fn} = { 1，1，2，3，5，8，13，21，…} 的一些
子列，通过数值验证提出了一些有关{ Tn} 的猜想，其中之一为:

猜想［2］ 设{ bn} = { F8n+1 } = { F1，F9，F17，F25，…} ． { Tn} 是由{ bn} 生成的 Smarandache-Pascal数
列，则有递推公式

Tn+1 = 49( Tn － Tn－1 ) n≥ 2
这一猜想看起来十分简单、漂亮，而且结果也是有趣的，至少它反映了 Fibonacci 数列的一些深刻性

质，而且在不同的子列上，它表现的性质差别较大． 本文的主要目的是利用初等方法以及组合数的性质研
究这一问题，并给予彻底解决． 具体地说也就是证明下面几个结论:
定理 1 对任意正整数 n，定义

Tn+1 = ∑
n

k = 0
Ck

n·F8k+1

则有恒等式

Tn+1 ≡ 49( Tn － Tn－1 ) n≥ 2
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定理 2 对任意正整数 n，定义

Tn+1 = ∑
n

k = 0
Ck

n·F10k+1

则有恒等式

Tn+1 ≡ 125( Tn － Tn－1 ) n≥ 2
定理 3 对任意正整数 n，定义

Tn+1 = ∑
n

k = 0
Ck

n·F12k+1

则有恒等式

Tn+1 ≡ 324( Tn － Tn－1 ) n≥ 2
显然，我们的方法带有普遍性，也就是说对 Fibonacci数列的任意子列，我们都可以给出{ Tn} 的一个

递推公式．
首先需要回顾一下 Fibonacci数列的定义，即就是 F0 = 0，F1 = 1，F2 = 1，F3 = 2，F4 = 3，当 n≥ 2

时有递推公式: Fn = Fn－1 + Fn－2 ． 有关 Fibonacci数的进一步性质可参阅文献［3 － 4］．

定理 1 的证明 对任意正整数 n ＞ 2，由 Tn 的定义及二项式的性质 Ck
n = Ck

n－1 + Ck－1
n－1 可得

Tn+1 ≡∑
n

k = 0
Ck

n·F8k+1 =

1 + F8n+1 +∑
n－1

k = 1
( Ck

n－1 + Ck－1
n－1 ) F8k+1 =

∑
n－1

k = 0
Ck

n－1·F8k+1 +∑
n－2

k = 0
Ck

n－1·F8k+9 + F8n+1 =

Tn +∑
n－1

k = 0
Ck

n－1F8k+9

( 1)

注意到

F8k+9 = F8k+8 + F8k+7 =

2F8k+7 + F8k+6 = 3F8k+6 + 2F8k+5 =

5F8k+5 + 3F8k+4 = 8F8k+4 + 5F8k+3 =

13F8k+3 + 8F8k+2 = 21F8k+2 + 13F8k+1 = 34F8k+1 + 21F8k

由( 1) 式及 Tn 的定义可得恒等式:

Tn+1 ≡Tn +∑
n－1

k = 0
Ck

n－1·( 34F8k+1 + 21F8k ) =

Tn + 34∑
n－1

k = 0
Ck

n－1·F8k+1 + 21∑
n－1

k = 0
Ck

n－1·F8k =

35Tn + 21∑
n－1

k = 0
Ck

n－1·F8k

( 2)

另一方面，注意到 F0 = 0，
F8k+8 = F8k+7 + F8k+6 =

2F8k+6 + F8k+5 = 3F8k+5 + 2F8k+4 =

5F8k+4 + 3F8k+3 = 8F8k+3 + 5F8k+2 =

13F8k+2 + 8F8k+1 = 21F8k+1 + 13F8k

我们有恒等式

∑
n－1

k = 0
Ck

n－1·F8k ≡F8( n－1) +∑
n－2

k = 1
Ck

n－1·F8k =
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F8( n－1) +∑
n－2

k = 1
( Ck

n－2 + Ck－1
n－2 ) ·F8k =

∑
n－2

k = 0
Ck

n－2·F8k +∑
n－3

k = 0
Ck

n－2·F8k+8 + F8( n－1) =

∑
n－2

k = 0
Ck

n－2·F8k +∑
n－2

k = 0
Ck

n－2·( 21F8k+1 + 13F8k ) =

14∑
n－2

k = 0
Ck

n－2·F8k + 21Tn－1

( 3)

由( 2) 式也可得到

Tn ≡ 35Tn－1 + 21∑
n－2

k = 0
Ck

n－2·F8k ( 4)

结合( 2) ，( 3) 式及( 4) 式可得

Tn+1 ≡35Tn + 21( 21Tn－1 + 14∑
n－2

k = 0
Ck

n－2F8k ) =

35Tn + 441Tn－1 + 14( Tn － 35Tn－1 )

或者递推公式

Tn+1 ≡ 49( Tn － Tn－1 ) n≥ 2
定理 1 得证．
定理 2 的证明 利用证明定理 1 的方法，我们不难推出恒等式

Tn+1 ≡∑
n

k = 0
Ck

n·F10k+1 = Tn +∑
n－1

k = 0
Ck

n－1·F10k+11 =

90Tn + 55∑
n－1

k = 0
Ck

n－1·F10k

( 5)

Tn ≡ Tn－1 +∑
n－2

k = 0
Ck

n－2·F10k+11 = 90Tn－1 + 55∑
n－2

k = 0
Ck

n－2·F10k ( 6)

∑
n－1

k = 0
Ck

n－1·F10k ≡∑
n－2

k = 1
( Ck

n－2 + Ck－1
n－2 ) ·F10k + F10( n－1) =

∑
n－2

k = 0
Ck

n－2·F10k +∑
n－2

k = 0
Ck

n－2·F10k+10 =

55Tn－1 + 35∑
n－2

k = 0
Ck

n－2·F10k

( 7)

结合( 5) ，( 6) 式及( 7) 式立刻推出恒等式
Tn+1 ≡ 90Tn + 55·55 Tn－1 + 35( Tn － 90Tn－1 )

或者恒等式

Tn+1 ≡ 125( Tn － Tn－1 )

定理 2 得证．
定理 3 的证明 由数列{ F1，F13，F25，…，F12k+1，…} 生成的数列{ Tn} ，我们可以得到

Tn+1 ≡∑
n

k = 0
Ck

n·F12k+1 = 234Tn + 144∑
n－1

k = 0
Ck

n－1·F12k ( 8)

Tn ≡ 234Tn－1 + 144∑
n－2

k = 0
Ck

n－2·F12k ( 9)

以及恒等式

∑
n－1

k = 0
Ck

n－1·F12k ≡ 144Tn－1 + 90∑
n－2

k = 0
Ck

n－2·F12k ( 10)

结合( 8) ，( 9) 式及( 10) 式可以推出恒等式
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Tn+1 ≡ 234Tn + 1442Tn－1 + 90( Tn － 234Tn－1 )

或者简化后的恒等式

Tn+1 ≡ 324( Tn － Tn－1 ) n≥ 2
定理 3 得证．
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On Several Conjectures Ｒelated to the
Smarandache-Pascal Sequences

LIU Bao-li
Department of Computer Engineering，Xi'an Aeronautical Polytechnic Institute，Yanliang Shaanxi 710089，China

Abstract: For any fixed sequence { bn} ，its Smarandache-Pascal sequences are a new sequence defined by { bn} ，

in which T1 = b1，T2 = b1 + b2 and T3 = b1 + 2b2 + b3 ． Generally，Tn+1 = ∑
n

k = 0
Ck

n·bk+1 for all n≥2，where Ck
n =

n!
k! ( n － k) ! is the combination number． In this paper，we use the elementary method and the properties of the com-

bination number and Fibonacci number to prove the conjecture: For { bn} = { F8n + 1 } ，we have the identity Tn + 1≡
49( Tn － Tn － 1 ) for all n≥2．
Key words: Smarandache-Pascal sequence; Fibonacci sequence; combination number; elementary method; iden-

tity; conjecture
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