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摘　要：　 对任意正整数ｎ，设ａ（ｎ）表示不小于ｎ的最小ｍ 阶乘部分．ｂ（ｎ）表示不超过ｎ的最大ｍ
阶乘部分，研究了上部阶乘ａ（ｎ）及下部阶乘ｂ（ｎ）部分数列，采用初等及解析的方法，给出了２个有
趣的 渐 近 公 式，在 所 得 的 定 理 的 基 础 上，研 究 了 数 列 ｛Ｓｎ（ｎ）／Ｉｎ（ｎ）｝，｛Ｋｎ（ｎ）／Ｌｎ（ｎ）｝，
｛Ｓｎ（ｎ）－Ｉｎ（ｎ）｝，｛Ｋｎ（ｎ）－Ｌｎ（ｎ）｝的敛散性．
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１９９３年数论专家Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ提出了正整数ｎ的ｍ 阶乘部分数列［１］，即设对正整数ｎ，ｎ的ｍ 阶乘部分
数列定义如下：

ａ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ！｜ｍ！≥ｎ，ｍ∈Ｎ＋｝，ｂ（ｎ）＝ｍａｘ｛ｍ！｜ｍ！≤ｎ，ｍ∈Ｎ＋｝，
其中ｎ∈Ｎ＋，称ａ（ｎ）表示不小于ｎ的最小ｍ 阶乘部分，亦称为上部ｍ阶乘部分数列，称ｂ（ｎ）表示不超过ｎ
的最大ｍ阶乘部分，亦称为下部ｍ阶乘部分数列，例如

ａ（４）＝３！，ａ（５）＝３！，ａ（６）＝３！，ａ（７）＝４！，…，ａ（２４）＝４！，ａ（２５）＝５！，…

ｂ（１）＝１！，ｂ（２）＝２！，ｂ（３）＝２！，ｂ（４）＝２！，ｂ（５）＝２！，ｂ（６）＝３！，…，ｂ（２３）＝３！，ｂ（２４）＝４！，…
令

Ｓｎ（ｎ）＝ ［ｌｏｇ（ａ（１））＋ｌｏｇ（ａ（２））＋ｌｏｇ（ａ（３））＋…＋ｌｏｇ（ａ（ｎ））］／ｎ＝ １ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ（ａ（ｎ）），

Ｉｎ（ｎ）＝ ［ｌｏｇ（ｂ（１））＋ｌｏｇ（ｂ（２））＋ｌｏｇ（ｂ（３））＋…＋ｌｏｇ（ｂ（ｎ））］／ｎ＝ １ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ（ｂ（ｎ）），
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Ｋｎ（ｎ）＝
ｎ
ｌｏｇ（ａ（１））＋ｌｏｇ（ａ（２））＋ｌｏｇ（ａ（３））＋…＋ｌｏｇ（ａ（ｎ槡 ））＝ （∑

ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ（ａ（ｎ）））

１
ｎ，

Ｌｎ（ｎ）＝
ｎ
ｌｏｇ（ｂ（１））＋ｌｏｇ（ｂ（２））＋ｌｏｇ（ｂ（３））＋…＋ｌｏｇ（ｂ（ｎ槡 ））＝ （∑

ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ（ｂ（ｎ）））

１
ｎ．

关于阶乘部分数列，Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ教授要求研究其性质，文献［２－６］做了相关研究，但关于ｌｏｇ（ａ（ｎ））及

ｌｏｇ（ｂ（ｎ））均值问题，至今还没有看到有关文献．我们利用初等方法研究了这２个数列的均值性质，并给出了

２个有趣的渐近公式，同时研究了数列｛Ｓｎ（ｎ）／Ｉｎ（ｎ）｝，｛Ｋｎ（ｎ）／Ｌｎ（ｎ）｝，｛Ｓｎ（ｎ）－Ｉｎ（ｎ）｝，｛Ｋｎ（ｎ）－Ｌｎ（ｎ）｝

的敛散性，即证明了下面的定理［７，８］：

定理 　 对任意实数ｘ＞１，我们有渐近公式：

∑
ｎ≤ｘ
ｌｏｇ（ａ（ｎ））＝ｘｌｏｇ　ｘ＋Ｏ

ｘｌｏｇ　ｘ·ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｘ
ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）ｘ

，

∑
ｎ≤ｘ
ｌｏｇ（ｂ（ｎ））＝ｘｌｏｇ　ｘ＋Ｏ

ｘｌｏｇ　ｘ·ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｘ
ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）ｘ ．

由以上定理立刻得到下面的推论：
推论１　 对任意正整数ｎ，有渐近式及极限式

Ｓｎ（ｎ）
Ｉｎ（ｎ）＝

１＋Ｏｌｏｇ　ｎ
·ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ
ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）ｎ

－１
，ｌｉｍ
ｎ∞

Ｓｎ（ｎ）
Ｉｎ（ｎ）＝

１．

推论２　 对任意正整数ｎ，有渐近式及极限式

Ｋｎ（ｎ）
Ｌｎ（ｎ）＝

１＋Ｏｌｏｇ　ｎ
·ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ
ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）ｎ

－１ｎ
，ｌｉｍ
ｎ∞

Ｋｎ（ｎ）
Ｌｎ（ｎ）＝

１，ｌｉｍ
ｎ∞
（Ｋｎ（ｎ）－Ｌｎ（ｎ））＝０．

推论３　 对任意正整数ｎ，有渐近式及极限式

Ｓｎ（ｎ）－Ｉｎ（ｎ）＝ １ｎ
（ｍ２（ｍ－１）！ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ＋Ｏ（ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｍ）），ｌｉｍ

ｎ∞
Ｓｎ（ｎ）－Ｉｎ（ｎ）＝０．

１　 引理

引理１　 对任意实数ｘ＞１，有

ｌｏｇ　ｍ！＝ｍｌｏｇ　ｍ－ｍ＋Ｏ（ｌｏｇ　ｍ）．　　 （１）
证明 　 对于任意正数ｘ≥１，存在唯一的正整数ｍ，满足ｍ！＜ｘ≤ （ｍ＋１）！．

两边取对数：∑
ｍ

ｉ＝１
ｌｏｇ　ｉ＜ｌｏｇ　ｘ≤∑

ｍ＋１

ｉ＝１
ｌｏｇ　ｉ．

由Ｅｕｌｅｒ求和公式，有

∑
ｎ≤ｍ
ｌｏｇ　ｉ＝ ｍ＋（ ）１２ ｌｏｇ（ｍ＋１）－ｍ－１＋Ｃ＋Ｏ １（ ）ｍ ＝ｍｌｏｇ　ｍ－ｍ＋Ｏ（ｌｏｇ　ｍ），

∑
ｎ≤ｍ＋１
ｌｏｇ　ｉ＝ ｍ＋１　＋（ ）１２ ｌｏｇ（ｍ＋２）－ｍ－２＋Ｃ＋Ｏ １（ ）ｍ ＝ｍｌｏｇ　ｍ－ｍ＋Ｏ（ｌｏｇ　ｍ），

于是

ｌｏｇ　ｍ！＝ｌｏｇ（ｍ＋１）！＋Ｏ（１）＝ｌｏｇ　ｎ＋Ｏ（１）＝ｍｌｏｇ　ｍ－ｍ＋Ｏ（ｌｏｇ　ｍ）．
取ｘ＝ｎ，由逼挟定理得

ｌｏｇ　ｎ＝ｍｌｏｇ　ｍ－ｍ＋Ｏ（ｌｏｇ　ｍ），
引理１证毕．
引理２　 对任意实数ｘ≥１，设ｍ，ｎ为正整数，当ｍ！＜ｘ≤ （ｍ＋１）！时有

ｌｏｇ　ｍ＝ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ＋Ｏ（ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｍ），　　 （２）

ｍ＝ ｌｏｇ　ｎ
ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ

＋Ｏ ｌｏｇ　ｎ·Ｏ（ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ）
ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ＋Ｏ（ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｍ）－（ ）１ ，　　 （３）

ｌｏｇ　ｍ！＝ｌｏｇ　ｎ＋Ｏ
ｌｏｇ　ｎ·ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ

ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）ｎ ．　　 （４）
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证明 　 由式（１）有

ｍ＝ ｌｏｇ　ｎ
ｌｏｇ　ｍ－１

＋Ｏ（１），　　 （５）

对式（５）两边继续取对数

ｌｏｇ　ｍ＝ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ＋Ｏ（ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｍ），　　 （６）

ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｍ＝ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ＋Ｏ（１），

　　　　　ｍ＝ ｌｏｇ　ｎ
ｌｏｇ　ｍ－１

＋Ｏ（１）＝ ｌｏｇ　ｎ
ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ＋Ｏ（ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｍ）－１

＋Ｏ（１）＝

ｌｏｇ　ｎ
ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ

＋Ｏ ｌｏｇ　ｎ·Ｏ（ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ）
ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ＋Ｏ（ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｍ）－（ ）１ ，

ｍｌｏｇ　ｍ－ｍ＋Ｏ（ｌｏｇ　ｍ）
ｌｏｇ　ｎ
ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）ｎ （ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ）－ ｌｏｇ　ｎ

ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ
ｌｏｇ　ｎ，

即

ｌｏｇ　ｍ！＝ｍｌｏｇ　ｍ－ｍ＋Ｏ（ｌｏｇ　ｍ）＝ｌｏｇ　ｎ＋Ｏ
ｌｏｇ　ｎ·ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ

ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）ｎ
，

引理２证毕．

２　 定理的证明

用初等方法及Ｅｕｌｅｒ求和公式［５］给出定理的证明．对任意实数ｘ＞２，在序列｛ａ（ｎ）｝，（ｎ＝１，２，３，…）
中，如果ｍ！≤ｎ＜ （ｍ＋１）！，由

烐烏烑
１
１！

，２，３，４，
烐烏 烑
５

２！

，６，７…
烐烏 烑
２３

３！

，２４，２５…
烐烏 烑
１１９

４！

，１２０，１２１…
烐烏 烑
７１９

５！

，７２０，３７…
烐烏 烑
５０３９

６！

，５０４０，４８…
烐烏 烑
４０３１９

７！

，４０３２０，６５…
烐烏 烑
３６２８７９

８！

，…

可推断ｂ（ｎ）＝ｍ！，ａ（ｎ）＝ （ｍ＋１）！

　　　∑
ｎ≤ｘ
ｌｏｇ　ａ（ｎ）＝ ∑

０！＜ｎ≤１！
ｌｏｇ　ａ（１）＋ ∑

１！＜ｎ≤２！
ｌｏｇ　ａ（２）＋ ∑

２！＜ｎ≤３！
ｌｏｇ　ａ（３）＋…＋

∑（Ｍ－１）！＜ｎ≤Ｍ！
ｌｏｇ（ａ（ｎ））＋ ∑

Ｍ！＜ｎ≤ｘ
ｌｏｇ（ａ（ｎ））＝∑

ｎ≤ｘ
∑（ｋ－１）！＜ｎ≤ｋ！

ｌｏｇ（ａ（ｎ））．

由引理２得

∑
ｎ≤ｘ
ｌｏｇ　ａ（ｎ）＝∑

ｎ≤ｘ
ｌｏｇ　ｎ＋Ｏ

ｌｏｇ　ｎ·ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ
ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）（ ）ｎ ＝∑

ｎ≤ｘ
ｌｏｇ　ｎ＋Ｏ ∑

ｎ≤ｘ

ｌｏｇ　ｎ·ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ
ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）ｎ ＝

ｘｌｏｇ　ｘ＋Ｏ
ｘｌｏｇ　ｘ·ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｘ

ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）ｘ ．

同理可得

∑
ｎ≤ｘ
ｌｏｇ（ｂ（ｎ））＝ｘｌｏｇ　ｘ＋Ｏ

ｘｌｏｇ　ｘ·ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｘ
ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）ｘ

，

定理证毕．
在定理中，取ｘ＝ｎ，则

Ｓｎ（ｎ）＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ（ａ（ｎ））

ｎ ＝ １ｎ ｎｌｏｇ　ｎ＋Ｏ
ｎｌｏｇ　ｎ·ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ

ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）（ ）ｎ ＝ｌｏｇ　ｎ＋Ｏ
ｌｏｇ　ｎ·ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ

ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）ｎ
，

Ｉｎ（ｎ）＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ（ｂ（ｎ））

ｎ ＝ １ｎ ｎｌｏｇ　ｎ＋Ｏ
ｎｌｏｇ　ｎ·ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ

ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）（ ）ｎ ＝ｌｏｇ　ｎ＋Ｏ
ｌｏｇ　ｎ·ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ

ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）ｎ
，

Ｋｎ（ｎ）＝ （∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ（ａ（ｎ）））

１
ｎ ＝ ｎｌｏｇ　ｎ＋Ｏ

ｎｌｏｇ　ｎ·ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ
ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）（ ）ｎ

１
ｎ
，

Ｌｎ（ｎ）＝ （∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ（ｂ（ｎ）））

１
ｎ ＝ ｎｌｏｇ　ｎ＋Ｏ

ｎｌｏｇ　ｎ·ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ
ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）（ ）ｎ

１
ｎ
，

可得
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Ｓｎ（ｎ）
Ｉｎ（ｎ）＝

ｌｏｇ　ｎ＋Ｏ
ｌｏｇ　ｎ·ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ

ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）ｎ

ｌｏｇ　ｎ＋Ｏ
ｌｏｇ　ｎ·ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ

ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）ｎ

＝１＋Ｏｌｏｇ　ｎ
·ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ
ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）ｎ

－１
，

Ｋｎ（ｎ）
Ｌｎ（ｎ）＝

ｎｌｏｇ　ｎ＋Ｏ
ｎｌｏｇ　ｎ·ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ

ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）（ ）ｎ

１
ｎ

ｎｌｏｇ　ｎ＋Ｏ
ｎｌｏｇ　ｎ·ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ

ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）（ ）ｎ

１
ｎ
＝１＋Ｏｌｏｇ　ｎ

·ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ
ｌｏｇ　ｌｏｇ（ ）ｎ

－１ｎ
，

因此有ｌｉｍ
ｎ∞

Ｓｎ（ｎ）
Ｉｎ（ｎ）＝

１，ｌｉｍ
ｎ∞

Ｋｎ（ｎ）
Ｌｎ（ｎ）＝

１，此外，注意到ｌｉｍ
ｎ∞
Ｋｎ（ｎ）＝１，ｌｉｍ

ｎ∞
Ｌｎ（ｎ）＝１，因此

ｌｉｍ
ｎ∞
（Ｋｎ（ｎ）－Ｌｎ（ｎ））＝０，

即推论１、２的结论．
又由于

　　　Ｓｎ（ｎ）－Ｉｎ（ｎ）＝ １ｎ ∑ｋ≤Ｍ ∑（ｋ－１）！＜ｎ≤ｋ！
ｌｏｇ ｋ！

（ｋ－１）！＋ ∑Ｍ！＜ｎ≤ｘｌｏｇ
（Ｍ＋１）！
Ｍ（ ）！ ＝

１
ｎ
（∑
ｋ≤Ｍ
∑（ｋ－１）！＜ｎ≤ｋ！

ｌｏｇ　ｋ＋ ∑
Ｍ！＜ｎ≤ｘ

ｌｏｇ（Ｍ＋１））＝

１
ｎ
（∑
ｋ≤Ｍ

（ｋ！－（ｋ－１）！－１）ｌｏｇ　ｋ＋ ∑
Ｍ！＜ｎ≤ｘ

ｌｏｇ（Ｍ＋１）），

由引理得

Ｓｎ（ｎ）－Ｉｎ（ｎ）＝ １ｎ
（ｍ２（ｍ－１）！ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｎ＋Ｏ（ｌｏｇ　ｌｏｇ　ｍ）），

可得推论３
ｌｉｍ
ｎ∞
（Ｓｎ（ｎ）－Ｉｎ（ｎ））＝０．
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