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关于Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数的β次混合均值

刘　卓，石　鹏

（西北大学 数学系，陕西 西安７１０１２７）

摘要：研究了Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数与最大素因子函数Ｐ（ｎ）之差的β次方的值分布问题．利用初等

方法给出了∑
ｎ≤ｘ

（Ｓ（ｎ）－Ｐ（ｎ））β的一个较强的渐近公式，其中ｘ≥３，β＞１为任意实数．

关键词：初等方法；Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数；渐近公式
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１　 引言与结论

ｎ∈Ｎ＋，著名的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｓ（ｎ）定义为最小的正整数ｍ使得ｎ｜ｍ！，即Ｓ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ：ｍ

∈Ｎ＋；ｎ｜ｍ！｝．如果ｎ的标准分解式为ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ，则从Ｓ（ｎ）的定义容易推出Ｓ（ｎ）＝ｍａｘ
１≤ｉ≤ｒ

｛Ｓ（ｐαｉｉ ）｝．

而Ｐ（ｎ）为正整数ｎ的最大素因子．
关于Ｓ（ｎ）和Ｐ（ｎ）的各种性质，许多学者进行了研究，获得了不少有意义的结果［１－８］，文献［１］研究了

Ｓ（ｎ）的值分布问题，证明了 ｘ∈Ｒ，ｘ≥３，有渐近公式

∑
ｎ≤ｘ

（Ｓ（ｎ）－Ｐ（ｎ））２ ＝２ζ
（３／２）ｘ３／２
３ｌｎｘ ＋Ｏ ｘ３／２

ｌｎ２（ ）ｘ ．

文献［２］研究了Ｓ（ｎ）与Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　ＬＣＭ函数的混合均值，证明了 ｘ∈Ｒ，ｘ＞１，有渐近公式

∑
ｎ≤ｘ

Ｓ（ｎ）
ＳＬ（ｎ）＝ｘ＋Ｏ

ｘ（ｌｎｌｎｘ）２
ｌｎ（ ）ｘ ．

文献［３］研究了ＳＬ（ｎ）与最大素因子函数Ｐ（ｎ）的值分布问题，证明了渐近公式

∑
ｎ≤ｘ

（ＳＬ（ｎ）－Ｐ（ｎ））２ ＝ ２５
·ζ（ ）５２ ｘ

５／２

ｌｎｘ＋Ｏ
ｘ５／２
ｌｎ２（ ）ｘ ．

文献［４］研究了Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　ＬＣＭ函数的对偶函数与最小素因子函数ｐ（ｎ）的均方值，证明了ｘ∈
Ｒ，ｘ＞１，有渐近公式

∑
ｎ≤ｘ

（ＳＬ（ｎ）－Ｐ（ｎ））２ ＝∑
ｋ

ｉ＝１

ｃｉ·ｘ５／２

ｌｎｉｘ ＋Ｏ ｘ５／２
ｌｎｋ＋１（ ）ｘ ．

文献［５］研究了２个Ｓｍａｒａｎｄｅｃｈｅ　ＬＣＭ函数的混合均值性质，ｘ∈Ｒ，ｘ＞１，得到了下面的２个均
值渐近公式
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∑
ｎ≤ｘ
ＳＬ（ｕｒ（ｎ））＝ π２

１８（ｒ－２）３
（２（ｒ－２）ｘ）３／２

ｌｎ　２ｘ／（ｒ－２槡 ）
＋∑

ｋ

ｉ＝２

ｃｉ（２（ｒ－２）ｘ）３／２

ｌｎｉ　 ２ｘ／（ｒ－２槡 ）
＋Ｏ ｘ３／２

ｌｎｋ＋１（ ）ｘ ，

∑
ｎ≤ｘ
ＳＬ（ｖｒ（ｎ））＝ π２

１８（ｒ－２）３
（２（ｒ－２）ｘ）３／２

ｌｎ　２ｘ／（ｒ－２槡 ）
＋∑

ｋ

ｉ＝２

ｃｉ（２（ｒ－２）ｘ）３／２

ｌｎｉ　 ２ｘ／（ｒ－２槡 ）
＋Ｏ ｘ３／２

ｌｎｋ＋１（ ）ｘ ．

其中 　ｃｉ　（ｉ＝１，２，３，…，ｋ）为可计算的常数．
文献［６］研究了Ｓ（２ｐ＋１）的下界估计，并给出了当ｐ≥７时，有估计式Ｓ（２ｐ＋１）≥６ｐ＋１．
文献［７］研究了素因子函数的均值估计，给出了渐近公式

∑
ｎ≤ｘ
Ｐ（ｎ）＝∫

２

３／２
ζ（σ）

ｘσ
σ
ｄσ＋Ｏ（Ｅ（ｘ））． （１）

其中 　Ｅ（ｘ）＝ｘ２ｅｘｐ（－ｃ（ｌｎｘ）３／５（ｌｎｌｎｘ）－１／５），ｃ为常数．
文献［８］给出了Ｓ（ｎ）的渐近公式，即就是证明了

∑
ｎ≤ｘ
Ｓ（ｎ）＝ π１２

ｘ２
ｌｎｘ＋Ｏ

ｘ２
ｌｎ２（ ）ｘ ． （２）

将式（１），（２）的２个结果作差不难得出∑
ｎ≤ｘ

（Ｓ（ｎ）－Ｐ（ｎ））β当β＝１时的渐近公式，故在此只深入研究β＞

１的情形，具体地说就是证明了下面的：
定理１　ｘ∈Ｒ，ｘ≥３，当β＞１时，有渐近公式

∑
ｎ≤ｘ

（Ｓ（ｎ）－Ｐ（ｎ））β＝２ζ
（（β＋１）／２）ｘ

（β＋１）／２

（β＋１）ｌｎｘ
＋Ｏ ｘ

（β＋１）／２

ｌｎ２（ ）ｘ ．

显然定理１是文献［１］的推广和延伸，特别地当β＝２时，是文献［１］的结论．

２　 定理的证明

２．１　 引理

引理１［１］　（ⅰ）如果Ｐ（ｎ）≥槡ｎ，则有Ｓ（ｎ）＝Ｐ（ｎ）；
（ⅱ）如果ｎ＝ｍｐ１Ｐ（ｎ），且ｎ１／３ ＜ｐ１ ＜ｐ（ｎ）≤槡ｎ，则有Ｓ（ｎ）＝Ｐ（ｎ）；
（ⅲ）如果ｎ＝ｍＰ２（ｎ），且ｎ１／３ ＜Ｐ（ｎ）＜槡ｎ，则有Ｓ（ｎ）＝２Ｐ（ｎ）．
引理２　 设ｘ∈Ｒ，ｘ≥３，对任意素数ｐ及正实数α，则有

∑
ｐ≤ｘ
ｐα ＝ ｘα＋１

（α＋１）ｌｎｘ＋
Ｏ ｘ

α＋１

ｌｎ２（ ）ｘ ．

证明 　 由素数定理［９］π（ｘ）＝∑
ｐ≤ｘ
１＝ ｘ

ｌｎｘ＋Ｏ
ｘ
ｌｎ２（ ）ｘ 与Ａｂｅｌ求和公式［１０］知

∑
ｐ≤ｘ
ｐα ＝ｘαπ（ｘ）－２απ（２）－α∫

ｘ

２
ｙα－１π（ｙ）ｄｙ＝

ｘα ｘ
ｌｎｘ＋Ｏ

ｘ
ｌｎ２（ ）（ ）ｘ －α∫

ｘ

２
ｙα－１ ｙ

ｌｎｙ＋
Ｏ ｙ
ｌｎ２（ ）（ ）ｙ ｄｙ＋Ｏ（１）＝

ｘα＋１
ｌｎｘ＋Ｏ

ｘα＋１
ｌｎ２（ ）ｘ －α∫

ｘ

２

１
ｌｎｙ
ｄ ｙα＋１
１＋（ ）α ＋Ｏ∫

ｘ

２

ｙα
ｌｎ２　ｙ

ｄ（ ）ｙ ＋Ｏ（１）＝
ｘα＋１
ｌｎｘ＋Ｏ

ｘα＋１
ｌｎ２（ ）ｘ － α

α＋１
ｘα＋１
ｌｎｘ＋Ｏ∫

ｘ

２

ｙα
ｌｎ２　ｙ

ｄ（ ）ｙ ＋Ｏ（１）＝
ｘα＋１

（α＋１）ｌｎｘ＋
Ｏ ｘ

α＋１

ｌｎ２（ ）ｘ ．

　　引理３　 ｘ∈Ｒ，ｘ≥３，

（ⅰ）当β≥２时，有估计式 ∑
ｎ≤ｘ

Ｐ（ｎ）≤ｎ１
／３

（Ｓ（ｎ）－Ｐ（ｎ））βｘ（β＋２）／３ｌｎ（β－１）ｘ；

（ⅱ）当１＜β＜２时，有估计式 ∑
ｎ≤ｘ

Ｐ（ｎ）≤ｎ１
／３

（Ｓ（ｎ）－Ｐ（ｎ））βｘ（β＋２）／３ｌｎβｘ；

证明 　ｎ∈Ｎ＋，ｎ≤ｘ，ｎ的标准分解式为ｎ＝ｐａ１１ｐａ２２ …ｐαｒｒ ，则有Ｓ（ｎ）＝ｍａｘ
１≤ｉ≤ｒ

｛Ｓ（ｐαｉｉ ）｝≤ｍａｘ
１≤ｉ≤ｒ
ｐｉαｉ，
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令ｐα＝ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｒ
ｐｉαｉ，则有Ｓ（ｎ）≤ｐα≤ｐｌｎｎ．注意到α＝１时ｐ＝Ｐ（ｎ），故Ｓ（ｎ）－Ｐ（ｎ）＝０，当α≥２时

Ｓ（ｎ）＞Ｐ（ｎ），当β≥２时有

∑
ｎ≤ｘ

Ｐ（ｎ）≤ｎ１
／３

（Ｓ（ｎ）－Ｐ（ｎ））β≤ ∑
ｎ≤ｘ

Ｐ（ｎ）≤ｎ１
／３

Ｓβ（ｎ）≤ ∑
ｎ≤ｘ

Ｐ（ｎ）≤ｎ１
／３，ｐ２｜ｎ

ｐβｌｎβｎ≤ ∑
ｎｐ２≤ｘ
ｐ≤ｘ１

／３

ｐβｌｎβｘ＝

∑
ｐ≤ｘ１

／３
ｐβ∑

ｎ≤ｘ／ｐ２
ｌｎβｘｘｌｎβｘ∑

ｐ≤ｘ１
／３
ｐβ－２ ＝

ｘｌｎβｘ ｘ（β－１）／３
（β－１）ｌｎｘ

１／３＋Ｏ
ｘ（β－１）／３
ｌｎ２　ｘ１／（ ）（ ）３ 

ｘ（β＋２）／３ｌｎβ－１　ｘ． （３）

　　当１＜β＜２时由式（３）及文献［１０］，当ｓ＞０，ｓ≠１时，∑
ｎ≤ｘ

１
ｎｓ ＝

ｘ１－ｓ
１－ｓ＋ζ

（ｓ）＋Ｏ（ｘ－ｓ），知

∑
ｎ≤ｘ

Ｐ（ｎ）≤ｎ１
／３

（Ｓ（ｎ）－Ｐ（ｎ））β≤ｘｌｎβｘ∑
ｐ≤ｘ１

／３
ｐβ－２ ＝ｘｌｎβｘ∑

ｐ≤ｘ１
／３

１
ｐ２－β ≤

ｘｌｎβｘ∑
ｎ≤ｘ１

／３

１
ｎ２－β ＝ｘｌｎ

βｘ ｘ
（β－１）／３

β－１
＋ζ（２－β）＋Ｏ

１
ｘ２－（ ）（ ）β ｘ（β＋２）／３ｌｎβｘ．

２．２　定理１的证明
借助这３个引理完成定理１的证明．为方便后续证明记Ｐ（ｎ）＝ｐ，由引理１与引理３可知

∑
ｎ≤ｘ

（Ｓ（ｎ）－Ｐ（ｎ））β＝ ∑
ｎ≤ｘ

Ｐ（ｎ）＞槡ｎ

（Ｓ（ｎ）－Ｐ（ｎ））β＋ ∑
ｎ≤ｘ

Ｐ（ｎ）≤槡ｎ

（Ｓ（ｎ）－Ｐ（ｎ））β＝

∑
ｎ≤ｘ

Ｐ（ｎ）≤槡ｎ

（Ｓ（ｎ）－Ｐ（ｎ））β＝

∑
ｎ≤ｘ

ｎ１
／３＜Ｐ（ｎ）≤槡ｎ

（Ｓ（ｎ）－Ｐ（ｎ））β＋ ∑
ｎ≤ｘ

Ｐ（ｎ）≤ｎ１
／３

（Ｓ（ｎ）－Ｐ（ｎ））β． （４）

对满足ｎ１／３ ＜Ｐ（ｎ）≤槡ｎ的正整数ｎ可分３种情况来讨论：Ａ＝｛ｎ｜ｎ＝ｍＰ（ｎ），Ｐ（ｍ）≤
３
槡ｎ｝；Ｂ＝｛ｎ｜

ｎ＝ｍＰ２（ｎ）｝；Ｃ＝ ｛ｎ｜ｎ＝ｍｐ１Ｐ（ｎ），
３
槡ｎ＜ｐ１ ＜Ｐ（ｎ）≤槡ｎ｝．结合引理１可知

∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ａ

（Ｓ（ｎ）－Ｐ（ｎ））β＝０；∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ｃ

（Ｓ（ｎ）－Ｐ（ｎ））β＝０；∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ｂ

（Ｓ（ｎ）－Ｐ（ｎ））β＝∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ｂ

ｐβ．

所以有

∑
ｎ≤ｘ

ｎ１
／３＜Ｐ（ｎ）≤槡ｎ

（Ｓ（ｎ）－Ｐ（ｎ））β＝∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ｂ

ｐβ． （５）

又由于当β＞１时有

∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ｂ

ｐβ＝ ∑
ｍｐ２≤ｘ

３
ｍｐ槡 ２＜ｐ＜ ｍｐ槡 ２

ｐβ＝∑
ｍ≤３槡ｘ

∑
ｍ＜ｐ≤ ｘ／槡 ｍ

ｐβ＝

∑
ｍ≤３槡ｘ

π ｘ槡（ ）ｍ ｘ槡（ ）ｍ
β

－π（ｍ）ｍβ－β∫
ｘ／槡 ｍ

ｍ
ｔβ－１π（ｔ）ｄ（ ）ｔ ＝

∑
ｍ≤３槡ｘ

（ｘ／槡 ｍ）β＋１

ｌｎ　ｘ／槡 ｍ
＋Ｏ

（ｘ／槡 ｍ）β＋１

ｌｎ２　 ｘ／槡
烄

烆

烌

烎ｍ
－β∫

ｘ／槡 ｍ

ｍ

ｔβ
ｌｎｔ＋Ｏ

ｔβ
ｌｎ２（ ）ｔｄ（ ）烄

烆

烌

烎
ｔ ＝

∑
ｍ≤３槡ｘ

（ｘ／槡 ｍ）β＋１

ｌｎ　ｘ／槡 ｍ
＋Ｏ

（ｘ／槡 ｍ）β＋１

ｌｎ２　 ｘ／槡
烄

烆

烌

烎ｍ
－β∫

ｘ／槡 ｍ

ｍ

１
ｌｎｔｄ

ｔβ＋１
ｌｎ（ ）ｔ ＋Ｏ∫

ｘ／槡 ｍ

ｍ

ｔβ
ｌｎ２ｔｄ（ ）烄

烆

烌

烎
ｔ ＝

∑
ｍ≤３槡ｘ

（ｘ／槡 ｍ）β＋１

ｌｎ　ｘ／槡 ｍ
＋Ｏ

（ｘ／槡 ｍ）β＋１

ｌｎ２　 ｘ／槡
烄

烆

烌

烎ｍ
－ β
β＋１

（ｘ／槡 ｍ）β＋１

ｌｎ　ｘ／槡 ｍ
＋Ｏ∫

ｘ／槡 ｍ

ｍ

ｔβ
ｌｎ２ｔｄ（ ）烄

烆

烌

烎
ｔ ＝

∑
ｍ≤３槡ｘ

２（ｘ／槡 ｍ）β＋１
（β＋１）ｌｎ（ｘ／ｍ）

＋Ｏ （ｘ／槡 ｍ）β＋１
ｌｎ２（ｘ／ｍ（ ）（ ）） ＝
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２ｘ（β＋１）／２

β＋１ ∑ｍ≤３槡ｘ
１

ｍ（β＋１）／２ｌｎ（ｘ／ｍ）＋Ｏ
ｘ（β＋１）／２
ｌｎ２　ｘ ∑ｍ≤３槡ｘ

１
ｍ（β＋１）／（ ）２ ＝

２ｘ（β＋１）／２
（β＋１）ｌｎｘ ∑ｍ≤ｅｘｐ（ ｌｎ槡 ｘ）

１
ｍ（β＋１）／２＋Ｏ

ｘ（β＋１）／２
ｌｎ２　ｘ ∑

ｅｘｐ（ ｌｎ槡 ｘ）＜ｍ≤３槡ｘ

１
ｍ（β＋１）／（ ）２ ＋Ｏ ｘ

（β＋１）／２

ｌｎ２（ ）ｘ ＝

２ζ（（β＋１）／２）ｘ
（β＋１）／２

（β＋１）ｌｎｘ
＋Ｏ ｘ

（β＋１）／２

ｌｎ２（ ）ｘ ． （６）

于是结合引理３及式（４），（５），（６）可知，当β＞１时有

∑
ｎ≤ｘ

（Ｓ（ｎ）－Ｐ（ｎ））β＝２ζ
（（β＋１）／２）ｘ

（β＋１）／２

（β＋１）ｌｎｘ
＋Ｏ ｘ

（β＋１）／２

ｌｎ２（ ）ｘ ．

这便完成了定理１的证明．
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