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关于 Smarandache函数的最小公倍数积①

陈 国 慧

海南师范大学 数学与统计学院，海口 571158

摘要: 设 f( n) 及 g( n) 是两个算术函数，它们的最小公倍数积是通过这两个函数定义的一个新算术函数

H( n) = ∑
［r，s］= n

f( r) g( s)

其中［r，s］表示正整数 r及 s的最小公倍数． 利用初等方法以及 Smarandache函数 S( n) 的性质研究当 f( n) = g( n) =

S( n) 时，H( n) 的均值性质，并给出一个渐近公式．
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对于任意正整数 n，著名的 Smarandache函数 S( n) 定义为使得 n | m!的最小的正整数 m． 即
S( n) = min{ m: m∈ N +，n | m! }

这个函数是美籍罗马尼亚著名的数论专家 F. Smarandache 教授在他所著的《Only Problems，Not
Solutions》［1］一书中引入的． 从 S( n) 的定义很容易推出: 如果 n = pα1

1
pα2
2
…pαr

r
表示 n 的标准分解式，那么

S( n) = max
1≤i≤r
{ S( pαi

i
) } ． 由此不难算出: S( 1) = 1，S( 2) = 2，S( 3) = 3，S( 4) = 4，S( 5) = 5，S( 6) = 3，S( 7) =

7，S( 8) = 4，S( 9) = 6，S( 10) = 5，S( 11) = 11，S( 12) = 4，S( 13) = 13，…． 显然，函数 S( n) 既非递增函数，
也非递减函数． 关于 S( n) 的进一步性质，很多学者对其进行了研究． 文献［2］建议我们研究方程 Z( n) + 1
= S( n) 及 Z( n) = S( n) 的可解性，其中 Z( n) 为伪 Smarandache函数． 文献［3］完全解决了文献［2］中的
这两个问题． 文献［4］研究了 S( n) 的值分布问题，证明了渐近公式:

∑
n≤x
( S( n) － P( n) ) 2 =

2ζ( )3
2

x
3
2

3ln x + O x
3
2

ln2( )x
其中 P( n) 表示 n的最大素因子，ζ( s) 表示 Ｒiemann-zeta函数． 文献［5］研究了方程

S( m1 + m2 + … + mk ) = ∑
k

i = 1
S( mi ) ( 1)

的可解性，利用解析数论中著名的三素数定理证明了: 对任意正整数 k≥ 3，方程( 1) 有无穷多组正整数解
( m1，m2，…，mk ) ． 文献［6］证明了更一般性的结论，即对任意素数 p≥ 17和任意不同的正整数 a及 b，有
估计式

S( ap + bp ) ≥ 8p + 1
文献［7］讨论了 Smarandache函数对费尔马数的下界估计问题，证明了: 对任意正整数 n≥ 3，有估计式
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S( Fn ) = S( 22n + 1) ≥ 8·2n + 1

其中 Fn = 22n + 1 为著名的费尔马数． 文献［8］改进了文献［7］的结论，进一步证明了估计式

S( Fn ) = S( 22n + 1) ≥ 12·2n + 1

另外，文献［9］讨论了 Smarandache函数及其相关函数的算术乘积的计算问题．

本文的主要目的是利用初等方法以及 Smarandache函数的性质研究一类新的 Smarandache函数的均值
性质，并给出一个渐近公式．

定义 设 f( n) 及 g( n) 是两个算术函数，它们的最小公倍数积定义为

H( n) = ∑
［r，s］= n

f( r) g( s)

其中［r，s］表示正整数 r及 s的最小公倍数． 函数 H( n) 是由文献［10］首次提出的，文献［11］首次研究了
它的性质．

本文研究当 f( n) = g( n) = S( n) 时，函数 H( n) 的均值性质，并给出一个渐近公式，即证明下面的定
理:

定理 对任意给定的正整数 k以及任意实数 x ＞ 1，我们有渐近公式

∑
n≤x

H( n) = ∑
k

i = 1

di·x3

lni x
+ O x3

lnk+1( )x
其中 di ( i = 1，2，…，k) 为可计算的常数，且 d1 = 1

3 ·
ζ3 ( 3)
ζ( 6)
，ζ( s) 为 Ｒiemann-zeta函数．

为了完成定理的证明，我们需要一个简单的结论，即:

引理 对任意正整数 n，我们定义算术函数 D( n) = ∑
［u，v］= n

1，则有恒等式

∑
∞

n = 1

D( n)
n3 = ζ3 ( 3)

ζ( 6)

其中 ζ( s) 为 Ｒiemann-zeta函数．

证 首先我们证明算术函数 D( n) 是一个可乘函数． 事实上，D( n) = d( n2 ) 为 Dirichlet 除数函数．

对任意满足( m，n) = 1 的正整数 m及 n，如果［u，v］ = mn，设( u，m) = u1，( u，n) = u2，( v，m) =
v1，( v，n) = v2，其中( x，y) 表示正整数 x及 y的最大公约数． 于是［u1，v1］ = m，［u2，v2］ = n，从而我们
有

D( mn) = ∑
［u，v］= mn

1 = ∑
［u1，v1］= m

∑
［u2，v2］= n

1 = D( m) ·D( n)

所以 D( n) 为可乘函数．

此外，设 Dirichlet级数 F( s) = ∑
∞

n = 1

D( n)
ns ． 由 Dirichlet除数函数的估计式 d( n)  nε，我们有:

D( n) = ∑
［u，v］= n

1 ∑
u| n
∑
v| n

1 = d2 ( n)  nε

其中 ε表示任意给定的整数． 因此由正项级数的收敛法则可知: Dirichlet级数 F( s) =∑
∞

n = 1

D( n)
ns 当 Ｒe( s) ＞ 1

时绝对收敛． 注意到［pi，pα］ = pα ( i = 0，1，…，α) ，所以

D( pα ) = 2∑
α

i = 0
1 － 1 = 2α + 1 = d( p2α )

于是由 Euler积公式( 参阅文献［12］中的定理 11. 6) ，我们有

F( s) =∑
∞

n = 1

D( n)
ns = ∏

p
1 + D( p)

ps + D( p2 )
p2s

+ … + D( pk )
pks +( )… =
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∏
p

1 + 3
ps + 5

p2s
+ … + 2k + 1

pks +( )… =

∏
p

1 － 1
p( )s

－1

∏
p

1 + 2
ps + 2

p2s
+ … + 2

pks +( )… =

∏
p

1 － 1
p( )s

－1

∏
p

ps + 1
ps － 1

= ∏
p

1 － 1
p2s

1 － 1
p( )s

3 = ζ3 ( s)
ζ( 2s)

( 2)

在( 2) 式中取 s = 3，我们立刻完成了引理的证明．
定理的证明

对任意给定的正整数 k以及任意实数 x ＞ 1，显然，由 Smarandache函数 S( n) 的定义和性质可知: 当

正整数 n含有一个素因子 p ( 槡p ＞ n) 时，有 S( n) = p． 这样的素因子如果存在，也只有一个． 如果不存

在这样的素因子，则有 S( n) 槡n． 设 A表示区间［1，x］中所有含素因子 p ( 槡p ＞ n) 的整数 n的集合．
B 表示区间［1，x］中不属于集合 A的元素的集合． 对于任意 n∈ A，设 n = pn1，由函数 H( n) 的定义不
难推出

H( n) = ∑
［u，v］= n

S( u) ·S( v) = ∑
［u，v］= pn1

S( u) ·S( v) =

∑
［u，v］= n1

S( up) ·S( vp) + 2 ∑
［u，v］= n1

S( up) ·S( v) =

p2· ∑
［u，v］= n1

1 + O( p·S( n1 ) ·d( n2
1 ) ) =

p2·d( n2
1 ) + O( p·S( n1 ) ·d( n2

1 ) )

( 3)

当 n∈ B时，显然有 S( n) 槡n，于是有估计式

H( n) = ∑
［u，v］= n

S( u) ·S( v) ∑
u| n
∑
v| n

S( u) S( v)  S2 ( n) ·d2 ( n)  n·d2 ( n) ( 4)

由 Abel恒等式( 参阅文献［12］的定理 4. 2) 及素数定理( 参阅文献［13］) ，我们有

∑
p≤x

p2 = x2·π( x) － ∫
x

2
2yπ( y) dy = ∑

k

i = 1

ci·x3

lni x
+ O x3

lnk+1( )x ( 5)

其中 π( x) = ∑
p≤x

1 表示区间［1，x］中素数的个数，k是任意给定的正整数，ci ( i = 1，2，3，…) 是可计算的

常数且 c1 = 1
3 ． 于是对任意实数 x ＞ 1，应用估计式( 3) ，( 4) 式以及渐近公式( 5) ，我们有

∑
n≤x

H( n) = ∑
n∈A
n≤x

H( n) +∑
n≤x
n∈B

H( n) = ∑
n≤槡x
∑

n ＜ p≤ x
n

H( np) + O(∑
n≤x

n·d2 ( n) ) =

∑
n≤槡x
∑

n ＜ p≤ x
n

p2·d( n2 ) + O(∑
n≤槡x
∑

n ＜ p≤ x
n

n·p·d( n2 ) ) + O(∑
n≤x

n·d2 ( n) ) =

∑
n≤槡x

d( n2 )∑
p≤ x

n

p2 + O(∑
n≤槡x

n·d( n2 )∑
p≤ x

n

p) =

∑
n≤槡x

d( n2 ) ∑
k

i = 1

ci·x3

n3 lni x( )n

+ O
x3

n3 lnk+1 x( )
















n
+ O ∑

n≤槡x

n·d( n2 ) · x2

n2 ln x( )






n
=

∑
k

i = 1

di·x3

lni x
+ O x3

lnk+1( )x
其中 di ( i = 1，2，3，…) 是可计算的常数，且
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d1 = c1·∑
∞

n = 1

d( n2 )
n3 = 1

3∑
∞

n = 1

D( n)
n3 = 1

3 ·
ζ3 ( 3)
ζ( 6)

于是完成了定理的证明．
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On the Least Common Multiple Product of Smarandache Function

CHEN Guo-hui
College of Mathematics and Statistics，Hainan Normal University，Haikou 571158，China

Abstract: Let f( n) and g( n) be two arithmetical functions． The least common multiple product ( L. C. M-prod-
uct) of f( n) and g( n) is defined by

H( n) = ∑
［r，s］= n

f( r) g( s)

where［r，s］denotes the L. C. M. of positive integers r and s． In this paper，the elementary method and the prop-
erties of the Smarandache function S( n) are used to study the mean-value properties of the function H( n) with f
( n) = g( n) = S( n) ，and an asymptotic formula for it is given．
Key words: Smarandache function; L. C. M. -product; elementary method; mean value; asymptotic formula
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