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关于Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ双阶乘函数ｓｄｆ（ｎ）的均值估计

樊旭辉，　闫欣荣
（武警工程大学理学院，陕西西安，７１００８６）

摘要　对于任意正整数ｎ，Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ双阶乘函数ｓｄｆ（ｎ）定义为最小的正整数ｍ，使得

ｎ　ｍ！！，其中ｍ！！＝
１·３·５…ｍ，２｜／ｎ
２·４·６…ｍ，２｜｛ ｎ

，即ｓｄｆ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ：ｎ｜ｍ！！，ｍ∈Ｎ｝。利用初等及解

析方法研究Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ双阶乘函数ｓｄｆ（ｎ）的均值估计，得到一个关于函数ｓｄｆ（ｎ）的均值估
计的渐近公式。从而解决了Ｆｅｌｉｃｅ　Ｒｕｓｓｏ在文献［４］中提出的问题。
关键词　Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ双阶乘函数ｓｄｆ（ｎ），均值估计；渐近公式
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一书中引入Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ双阶乘函数ｓｄｆ（ｎ），对于
任意正整数ｎ，Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ双阶乘函数ｓｄｆ（ｎ）定

义为最小的正整数ｍ，使得ｎ　ｍ！！，其中ｍ！！＝

１·３·５…ｍ，２｜／ｎ
２·４·６…ｍ，２｜｛ ｎ

，即就是ｓｄｆ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ：ｎ｜

ｍ！！，ｍ∈Ｎ｝。例如：ｓｄｆ（１）＝１，ｓｄｆ（２）＝２，ｓｄｆ
（３）＝３，ｓｄｆ（４）＝４，ｓｄｆ（５）＝５，ｓｄｆ（６）＝６，ｓｄｆ
（７）＝７，ｓｄｆ（８）＝４…。
关于ｓｄｆ（ｎ）的性质，有不少学者进行了研究，

得到了许多有重要理论价值的研究成果。例如，

Ｇａｏ　Ｊｉｎｇ在文［２］中研究了Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ双阶乘函
数ｓｄｆ（ｎ）与 Ｍａｎｇｏｌｄｔ函数Λ（ｎ）的混合均值问题，
证明了下面结论：
对于任意实数ｘ≥２，有渐近公式：

∑
ｎ≤ｘ
Λ（ｎ）ｓｄｆ（ｎ）＝

ｘ２ １２＋∑
ｋ－１

ｍ＝１

ａｍ
ｌｏｇｍ（ ）ｘ ＋Ｏ ｘ２

ｌｏｇｋ（ ）ｘ 。

王晓瑛在文献［３］中讨论了ｓｄｆ ∏
ｍ

ｋ＝１
ｍ（ ）ｋ 和

∑
ｍ

ｋ＝１
ｓｄｆ（ｍｋ）的关系，证明了下面结论：

对于任意的正整数ｋ≥４，存在无穷多个正整数



组（ｍ１，ｍ２…，ｍｋ）满足方程：

ｓｄｆ ∏
ｋ

ｉ＝１
ｍ（ ）ｉ ＝∑

ｋ

ｉ＝１
ｓｄｆ（ｍｉ）

Ｆｅｌｉｃｅ　Ｒｕｓｓｏ在文献［４］中对函数ｓｄｆ（ｎ）进行
了系统研究，得到了一些关于ｓｄｆ（ｎ）的基本性质．
同时，Ｆｅｌｉｃｅ　Ｒｕｓｓｏ在文献［４］中提出了若干关于
ｓｄｆ（ｎ）的问题，并建议有兴趣的学者进行研究。
乐茂华在文献［５］中应用初等方法对ｓｄｆ（ｎ）

进行了研究，得出了关于ｓｄｆ（ｎ）的如下一些性质：
性质１　 设正整数ｎ的标准分解式为ｎ ＝

ｐ１α１ｐ２α２…ｐｋαｋ，若２｜／ｎ，那么：
ｓｄｆ（ｎ）＝ ｍａｘ

１≤ｉ≤ｋ
｛ｓｄｆ（ｐｉα１）｝ （１）

性质２　如果２｜ｎ，且ｎ＝２αｎ１，其中α，ｎ１为正
整数且２｜／ｎ１，那么：
ｓｄｆ（ｎ）≤ｍａｘ｛ｓｄｆ（２α），２ｓｄｆ（ｎ１）｝ （２）
性质３　 设ｍ，ｎ为正整数，那么：

ｓｄｆ（ｍｎ）≤
ｓｄｆ（ｍ）＋ｓｄｆ（ｎ），　　　　２｜ｍ，２｜ｎ
ｓｄｆ（ｍ）＋２ｓｄｆ（ｎ）， ２｜ｍ，２｜／ｎ
２ｓｄｆ（ｍ）＋２ｓｄｆ（ｎ）－１， ２｜／ｍ，２｜／
烅
烄

烆 ｎ
（３）

１　 定理及推论

本文的主要目的是在Ｆｅｌｉｃｅ　Ｒｕｓｓｏ和乐茂华等
研究基础之上，利用初等和解析的方法研究ｓｄｆ（ｎ）
的均值估计问题，并给出了一个渐近公式。具体说就
是证明了下面的结论：
定理 　 对于任意实数ｘ≥２，有渐近公式：

∑
ｎ≤ｘ
ｓｄｆ（ｎ）＝

５π２
４８
ｘ２
ｌｎｘ＋∑

ｋ

ｉ＝２

ｅｉｘ２

ｌｎｉｘ＋Ｏ
ｘ２
ｌｎｋ＋１（ ）ｘ ，

式中ｅｉ为可计算的常数。

推论　对于任意正实数ｋ＜２，级数∑
∞

ｎ＝１

ｓｄｆ（ｎ）
ｎｋ

发散。

２　 引理及其证明

为了完成定理的证明，需要如下的引理：
引理１　 对于任意的正整数ｎ，如果Ｐ（ｎ）比ｎ

的最大素因子，那么有如下结论：

　 当Ｐ（ｎ）＞槡ｎ且２｜／ｎ时，ｓｄｆ（ｎ）＝Ｐ（ｎ） （４）

　 当Ｐ（ｎ）＞槡ｎ且２｜ｎ时，ｓｄｆ（ｎ）＝２Ｐ（ｎ）（５）
　 当Ｐ（ｎ）＜槡ｎ时，ｓｄｆ（ｎ）＜４槡ｎｌｎｎ （６）

证明：首先，分２种情况讨论当Ｐ（ｎ）＞槡ｎ时
ｓｄｆ（ｎ）的值：

１）当 　Ｐ（ｎ）＞槡ｎ且２｜／ｎ时，设ｎ的标准分解
式为ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ·Ｐ（ｎ），其中ｐｉ为小于Ｐ（ｎ）的
奇素数，αｉ 为正整数（ｉ＝１，２，…，ｋ）。此时容易得

ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ＜槡ｎ，因此：

ｐαｉｉ ＜槡ｎ　（ｉ＝１，２，…，ｋ） （７）
由式（１），有：
ｓｄｆ（ｎ）＝ ｍａｘ

１≤ｉ≤ｋ
｛ｓｄｆ（ｐα１ｉ ），ｓｄｆ（Ｐ（ｎ））｝ （８）

由ｓｄｆ（ｎ）的定义并结合式（７），有：

ｓｄｆ（ｐαｉｉ ）≤ 　ｐαｉｉ ＜槡ｎ （９）
由ｓｄｆ（ｎ）及Ｐ（ｎ）的定义，有：

ｓｄｆ（Ｐ（ｎ））＝Ｐ（ｎ）＞槡ｎ （１０）
结合式（８）、（９）和（１０），容易得：

ｓｄｆ（ｎ）＝Ｐ（ｎ）

２）当Ｐ（ｎ）＞槡ｎ且２｜ｎ时设ｎ的标准分解式
为ｎ＝２αｐβ１１ｐβ２２ …ｐβｋｋＰ（ｎ），其中ｐｉ为小于Ｐ（ｎ）的奇
素数，βｉ为正整数（ｉ＝１，２，…，ｋ）。
如果设ｎ１＝ｐβ１１ｐβ２２ …ｐβｋｋ·Ｐ（ｎ），那么ｎ＝２αｎ１。

由上述的讨论并结合式（２），有：
ｓｄｆ（ｎ）≤ｍａｘ｛ｓｄｆ（２α），２Ｐ（ｎ）｝ （１１）
由式（３），我们有：

ｓｄｆ（２α）≤２α （１２）

因为Ｐ（ｎ）＞ 槡ｎ，所以２α ＜Ｐ（ｎ），因此α＜
Ｐ（ｎ）。由式（１２），我们有：

ｓｄｆ（２α）≤２α＜２Ｐ（ｎ） （１３）
结合式（１１）、（１２）和（１３），有：

ｓｄｆ（ｎ）≤２Ｐ（ｎ）
接下来证明此情况下ｓｄｆ（ｎ）＝２Ｐ（ｎ）。
当２｜ｎ时，设ｓｄｆ（ｎ）＝２ｍ，ｍ 为正整数，由

ｓｄｆ（ｎ）的定义知ｎ｜（２ｍ）！！，即ｎ｜２ｍｍ！；
如果ｓｄｆ（ｎ）＜２Ｐ（ｎ），那么就有ｎ｜２ｍ·ｍ！且

ｍ＜Ｐ（ｎ），矛盾，因此ｓｄｆ（ｎ）＝２Ｐ（ｎ）。

最后，分２种情况讨论Ｐ（ｎ）＜槡ｎ时ｓｄｆ（ｎ）的
值：

１）当Ｐ（ｎ）＜槡ｎ且２｜／ｎ时，设ｎ的标准分解式
为ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ，结合式（１）和（３），有：

ｓｄｆ（ｎ）＝ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｋ

｛ｓｄｆ（ｐα１ｉ ）｝≡

ｓｄｆ（ｐα）≤２αｓｄｆ（ｐ）－１＜２αｐ＜２槡ｎｌｎｎ
（１４）

２）当Ｐ（ｎ）＜槡ｎ且２｜ｎ时，设ｎ＝２αｎ１，其中
α为正整数，ｎ１ 为正整数且２｜／ｎ，由式（３），我们有：

ｓｄｆ（２α）≤αｓｄｆ（２）＝２α≤α·Ｐ（ｎ）＜槡ｎｌｎｎ
２ｓｄｆ（ｎ１）＝２ｍａｘ

１≤ｉ≤ｋ
｛ｓｄｆ（ｐαｉｉ ）｝≤４αｉｐｉ－２＜４

槡ｎｌｎｎ。
结合以上两式及式（２），有：

ｓｄｆ（ｎ）＜４槡ｎｌｎｎ。
于是完成了引理的证明。

３　 定理及推论的证明

将所有正整数分为３个集合Ａ、Ｂ和Ｃ：
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Ａ＝ ｛ｎ：１≤ｎ≤ｘ，Ｐ（ｎ）＞槡ｎ且２｜／ｎ｝；
Ｂ＝ ｛ｎ：１≤ｎ≤ｘ，Ｐ（ｎ）＞槡ｎ且２｜ｎ｝；
Ｃ＝ ｛ｎ：１≤ｎ≤ｘ，Ｐ（ｎ）≤槡ｎ｝。
因此，有：

∑
ｎ≤ｘ
ｓｄｆ（ｎ）＝

∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ａ

ｓｄｆ（ｎ）＋∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ｂ

ｓｄｆ（ｎ）＋∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ｃ

ｓｄｆ（ｎ） （１５）

由式（４），有：

∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ａ

ｓｄｆ（ｎ）＝ ∑
ｎ≤ｘ
Ｐ（ｎ）＞ｎ
２｜／ｎ

ｓｄｆ（ｎ）＝

∑
ｐｎ≤ｘ
ｎ＜ｐ
（２，ｎ）＝１

ｓｄｆ（ｐｎ）＝ ∑
ｎ≤ｘ
（２，ｎ）＝１

∑
ｎ＜ｐ≤ｘｎ

ｐ （１６）

设ｓｄｆ（ｎ），于是利用Ａｂｅｌ求和公式（参阅文献
［６］中定理４．２）及素数定理（参阅文献［７］中定理
３．２）：

π（ｘ）＝∑
ｐ≤ｘ
１＝∑

ｋ

ｉ＝１

ａｉｘ
ｌｎｉｘ＋Ｏ

ｘ
ｌｎｋ＋１（ ）ｘ

其 中 ｓｄｆ［Ｚ（ｎ）］ 为 可 计 算 的 常 数 且
Ｚ［ｓｄｆ（ｎ）］，则有：

∑
ｎ＜ｐ≤ｘｎ

ｐ ＝ ｘｎπ
ｘ（ ）ｎ －ｎπ（ｎ）－∫

ｘ
ｎ

ｎ
π（ｔ）ｄｔ＝

ｘ２
２ｎ２ｌｎｘ＋∑

ｋ

ｉ＝２

ｂｉｘ２ｌｎｉｎ
ｎ２ｌｎｉｘ ＋Ｏ ｘ２

ｎ２ｌｎｋ＋１（ ）ｘ （１７）

式中ｂｉ（ｉ＝２，３…，ｋ）为可计算的常数。

注意到∑
∞

ｎ＝１

１
（２ｎ－１）２＝

π２
８
及∑

∞

ｎ＝１

ｌｎｉｎ
ｎ２
对所有的

ｉ＝１，２，…，ｋ收敛。结合式（１６）和（１７）有：

∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ａ

ｓｄｆ（ｎ）＝

∑
ｎ≤ｘ（
（２，，ｎ）＝１

ｘ２
２ｎ２ｌｎｘ＋∑

ｋ

ｉ＝２

ｂｉｘ２ｌｎｉｎ
ｎ２ｌｎｉｘ ＋Ｏ ｘ２

ｎ２ｌｎｋ＋１（ ）（ ）ｘ ＝

π２
１６
ｘ２
ｌｎｘ＋∑

ｋ

ｉ＝２

ｃｉｘ２

ｌｎｉｘ＋Ｏ
ｘ２
ｌｎｋ＋１（ ）ｘ （１８）

式中ｃｉ为可计算的常数。

类似地，注意到∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ２＝

π２
６
及∑

∞

ｎ＝１

ｌｎｉｎ
ｎ２
对所有的

ｉ＝１，２，…，ｋ收敛。由式（５），有：

∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ｂ

ｓｄｆ（ｎ）＝ ∑
ｎ≤ｘ
Ｐ（ｎ）＞ｎ
２｜ｎ

ｓｄｆ（ｎ）＝

∑
２ｐｎ≤ｘ
２ｎ＜ｐ

ｓｄｆ（２ｐｎ）＝ ∑
ｎ≤ｘ／２
∑

２ｎ＜ｐ≤ｘ２ｎ

２ｐ＝

π２
２４
ｘ２
ｌｎｘ＋∑

ｋ

ｉ＝２

ｄｉｘ２

ｌｎｉｘ ＋Ｏ
ｘ２
ｌｎｋ＋１（ ）ｘ （１９）

式中ｄｉ为可计算的常数。
由式（６），有：

∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ｃ

ｓｄｆ（ｎ）＜∑
ｎ≤ｘ
４槡ｎｌｎｎｘ３／２ｌｎｘ （２０）

结合式（１５）、（１８）、（１９）和（２０），有：

∑
ｎ≤ｘ
ｓｄｆ（ｎ）＝５π

２

４８
ｘ２
ｌｎｘ＋∑

ｋ

ｉ＝２

ｅｉｘ２

ｌｎｉｘ＋Ｏ
ｘ２
ｌｎｋ＋１（ ）ｘ

式中ｅｉ为可计算的常数。
于是完成了定理的证明。
推论的证明：
因为

∑
ｎ≤ｘ

ｓｄｆ（ｎ）
ｎｋ ≤

∑
ｎ≤ｘ
ｓｄｆ（ｎ）

ｘｋ
（２１）

结合定理及式（２１），有：

∑
ｎ≤ｘ

ｓｄｆ（ｎ）
ｎｋ ≤

∑
ｎ≤ｘ
ｓｄｆ（ｎ）

ｘｋ ＝５π
２

４８
ｘ２－ｋ
ｌｎｘ＋Ｏ

ｘ２－ｋ
ｌｎ２（ ）ｘ
（２２）

由式（２２），有：

∑
∞

ｎ＝１

ｓｄｆ（ｎ）
ｎｋ ≤ｌｉｍ

ｘ→∞

５π２
４８
ｘ２－ｋ
ｌｎｘ＋Ｏ

ｘ２－ｋ
ｌｎ２（ ）（ ）ｘ ＝＋∞。

因此，对于任意正实数ｋ＜２，级数∑
∞

ｎ＝１

ｓｄｆ（ｎ）
ｎｋ

发散，即证明了推论。

４　 结语

本文 通 过 利 用 初 等 及 解 析 的 方 法 研 究

Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ双阶乘函数ｓｄｆ（ｎ）的均值估计，得到
一个关于函数ｓｄｆ（ｎ）的均值估计的渐近公式。并在

此基础上研究了级数∑
∞

ｎ＝１

ｓｄｆ（ｎ）
ｎｋ
的敛散性，得到正

整数ｋ＜２，级数发散。当正整数ｋ≥２时，级数敛散
性这个问题值得进一步研究。
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