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关于Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ双阶乘函数的一个混合均值
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　　 摘 　 要：利用初等方法和解析方法，研究Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ双阶乘函数Ｓｄｆ（ｎ）与最大素因子函数Ｐ（ｎ）的混合函数

（Ｓｄｆ（ｎ）－Ｐ（ｎ））β 及δα（ｎ）（Ｓｄｆ（ｎ）－Ｐ（ｎ））β 的均值问题（其中δα（ｎ）为除数函数），得到２个较强的渐近公式．
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对于任意正整数ｎ，著名的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ双阶乘函数Ｓｄｆ（ｎ）定义为最小的正整数ｍ 使得ｎ｜ｍ！！，其

中ｍ！！＝
１·３·５…ｍ，２｜／ｎ，

２·４·６…ｍ，２｜ｎ，｛ 即Ｓｄｆ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ：ｍ∈Ｎ，ｎ｜ｍ！！｝．有关这一函数，许多学者进行了研

究且取得较好的结果［１－５］．如沈虹［３］、樊旭辉等［４］研究了函数Ｓｄｆ（ｎ）的均值，给出２个较强的渐近公式：
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其中ｅｉ（ｉ＝２，３，…，ｋ）为可计算的常数．鲁伟阳等［５］研究了Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ双阶乘函数与伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函
数的复合函数Ｓｄｆ（Ｚ（ｎ））的均值，给出１个较强的渐近公式：
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其中ａｉ（ｉ＝２，３，…，ｋ）为可计算的常数．王建平［６］研究了函数Ｓｄｆ（ｎ）与最大素因子函数Ｐ（ｎ）、函数

Ｓｄｆ（ｎ）与Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｓ（ｎ）的均方差问题，给出２个较强的渐近公式：
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其中ｃｉ（ｉ＝２，３，…，ｋ）为可计算的常数．
笔者拟研究函数Ｓｄｆ（ｎ）与函数Ｐ（ｎ）的混合函数（Ｓｄｆ（ｎ）－Ｐ（ｎ））β及δα（ｎ）（Ｓｄｆ（ｎ）－Ｐ（ｎ））β的
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均值问题（其中δα（ｎ）为除数函数），得到２个较强的渐近公式．

引理１［７］　 设ｘ ∈Ｒ，ｘ ≥２，则有π（ｘ）＝∑
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ｌｎｋ＋１ｘ（ ），其中ｅｉ（ｉ＝２，３，…，ｋ）为
可计算的常数且ｅ１＝１．
引理２　 设ｘ ∈Ｒ，ｘ ≥２，则对任意素数ｐ和正实数β，有
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其中ｅｉ（ｉ＝２，３，…，ｋ）为可计算的常数．
证明 　 由引理１及Ａｂｅｌ求和公式［８］，可得
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其中ｄｉ（ｉ＝２，３，…，ｋ）为可计算的常数．

引理３［８］　 设ｘ≥１且α＞０，α≠１，则有∑
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定理１　 设ｋ为给定的整数且ｋ≥２，则对任意的实数ｘ ≥２，当β＞１时，有渐近公式
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其中ζ（ｎ）为Ｒｉｅｍａｎｎ　ｚｅｔａ－函数，ａｉ（ｉ＝２，３，…，ｋ）为可计算的常数．

证明 　 在和式∑
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由引理２可得
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其中ａｉ（ｉ＝２，３，…，ｋ）为可计算的常数．

对于集合Ｂ，显然Ｓｄｆ（ｎ）≤槡ｎｌｎ　ｎ，且Ｐ（ｎ）≤槡ｎ，因此有
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β
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结合（１），（２）式，可得
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其中ａｉ（ｉ＝２，３，…，ｋ）为可计算的常数．
定理２　 设ｋ为给定的整数且ｋ≥２，则对任意的实数或复数α和实数ｘ ≥２，当β＞１时，有渐近公

式

∑
ｎ≤ｘ
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其中ζ（ｎ）为Ｒｉｅｍａｎｎ　ｚｅｔａ－函数，ｂｉ（ｉ＝２，３，…，ｋ）为可计算的常数．
证明 　 将区间［１，ｘ］中的所有正整数ｎ按照定理１证明中的分类，分为集合Ａ 和Ｂ．
对于集合Ａ，

∑
ｎ≤ｘ，
ｎ∈Ａ

δα（ｎ）（Ｓｄｆ（ｎ）－Ｐ（ｎ））β＝∑
２ｎ≤ｘ，
２ｎ∈Ａ

δα（２ｎ）（Ｓｄｆ（２ｎ）－Ｐ（２ｎ））β＋

∑
２ｎ－１≤ｘ，
２ｎ－１∈Ａ

δα（２ｎ－１）（Ｓｄｆ（２ｎ－１）－Ｐ（２ｎ－１））β＝

∑
２ｎ≤ｘ，
２ｎ∈Ａ

δα（２ｎ）（Ｓｄｆ（２ｎ）－Ｐ（２ｎ））β＝

∑
２ｎ≤ｘ，
２ｎ∈Ａ

δα（２ｎ）（２Ｐ（２ｎ）－Ｐ（２ｎ））β＝∑
２ｎ≤ｘ，
２ｎ∈Ａ

δα（２ｎ）Ｐβ（２ｎ）＝

∑
２ｎ≤ｘ，
２ｎ∈Ａ

δα（ｎ）δα（２）Ｐβ（２ｎ）＝∑
２ｎ≤ｘ，
２ｎ∈Ａ

δα（ｎ）（１＋２α）Ｐβ（２ｎ）＝

（１＋２α）∑
１＜ｎ≤

ｘ
２
，

２ｎ∈Ａ

δα（ｎ）Ｐβ（２ｎ）＝ （１＋２α）∑
ｎｐ≤

ｘ
２
，

ｐ＞２ｎ

δα（ｎ）·ｐβ＝

（１＋２α）∑
ｎ≤槡ｘ２

∑
２ｎ＜ｐ＜

ｘ
２ｎ

δα（ｎ）·ｐβ．

由引理２可得
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∑
ｎ≤槡ｘ２
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所以有
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对于集合Ｂ，显然Ｓｄｆ（ｎ）≤槡ｎｌｎ　ｎ，且Ｐ（ｎ）≤槡ｎ．由引理３可得

∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ｂ

δα（ｎ）（Ｓｄｆ（ｎ）－Ｐ（ｎ））β  ∑
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ｎ∈Ｂ
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２ｌｎβｎｘα＋１＋

β
２ｌｎβｘ． （４）

结合（３），（４）式可得

∑
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ｎ∈Ａ
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δα（ｎ）（Ｓｄｆ（ｎ）－Ｐ（ｎ））β＝

（１＋２α）ζ（β＋１）ζ（β＋１－α）
（β＋１）２β＋

１ ·ｘ
β＋１

ｌｎ　ｘ＋∑
ｋ

ｉ＝２

ｂｉｘβ＋１

ｌｎｉ　ｘ ＋Ｏ
ｘβ＋１

ｌｎｋ＋１ｘ（ ），
其中ｂｉ（ｉ＝２，３，…，ｋ）为可计算的常数．
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