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关于Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ双阶乘对偶函数的四次加权均值
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摘　要：通过对正整数ｎ奇偶性的讨论，研究了Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ双阶乘对偶函数Ｓ＊＊（ｎ）四次方幂加权均值的

分布性质．利用初等方法得到两个渐近公式，补充了有关文献的结论．
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１　引言及结论

对任意正整数ｎ，Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｓ（ｎ）定义为最小的正整数ｍ使得ｎ整除ｍ！关于Ｓ（ｎ）的性质文
献［１－３］进行了研究，得到了若干重要的结论．在此基础上，文献［４］将函数Ｓ（ｎ）进行了对偶推广，给出

Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ双阶乘对偶函数Ｓ＊＊（ｎ）的定义，即当正整数ｎ为偶数时，Ｓ＊＊（ｎ）为最大的正整数２ｍ，使得
（２ｍ）！！整除ｎ；当正整数ｎ为奇数时，Ｓ＊＊（ｎ）为最大的正整数２ｍ－１使得（２ｍ－１）！！整除ｎ．也就是

　　　　　　Ｓ＊＊（ｎ）＝
ｍａｘ　２ｍ：（２ｍ）！！ｎ，ｍ∈Ｎ｛ ｝＋ ，　　　　２｜ｎ，

ｍａｘ　２ｍ－１：（２ｍ－１）！！ｎ，ｍ∈Ｎ｛ ｝＋ ，２｜／ｎ｛ ．
其中（２ｍ）！！＝２×４×６×…×（２ｍ），（２ｍ－１）！！＝１×３×５×…×（２ｍ－１）．关于Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ双阶乘
对偶函数Ｓ＊＊（ｎ）的性质文献［４－６］进行了初步研究，得到了几个有趣的渐近公式及恒等式．本文的主要目
的是利用初等方法研究Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ双阶乘对偶函数Ｓ＊＊（ｎ）四次方幂加权均值的分布性质，得到以下
结论．
定理１　 给定ｌ≥０，则对任意实数ｘ＞１，有渐近公式
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定理２　 给定ｌ＞０（ｌ≠１），则对任意实数ｘ＞１，有渐近公式
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推论１　 对任意实数ｘ＞１，有渐近公式

　　∑
ｎ≤ｘ

Ｓ＊＊（ｎ（ ））４ ＝ （１２ １０５＋６４ｅ
１
２ ＋３２∑

∞

ｍ＝１

１
（２ｍ＋１） ）！！ｘ＋ （（Ｏ ｌｎ　ｘ

ｌｎ　ｌｎ ）ｘ ）
５

．

推论２　 对任意实数ｘ＞１，有渐近公式
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２　 定理的证明

证明　当ｎ为奇数时，设Ｓ＊＊（ｎ）＝２ｍ－１，由Ｓ＊＊（ｎ）的定义可知ｎ＝（２ｍ－１）！！ｔ，其中２ｍ＋１｜／ｔ，２｜／ｔ．
因此，当ｎ≤ｘ时，必有（２ｍ－１）！！≤ｘ＜ （２ｍ＋１）！！．利用公式［７］ｌｎ　ｍ！＝ｍｌｎ　ｍ－ｍ＋Ｏ（ｌｎ　ｍ），通过
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计算可得

　　　　ｍ＝ ｌｎ　ｘ
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设ｋ＝ｍｉｎ｛ｍ：ｘ＜ （２ｍ－１）！！｝，则必有（２ｋ－３）！！≤ｘ＜ （２ｋ－１）！！．类似（１）式的计算，有
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因此当ｌ≥０时，由Ａｂｌｅ求和公式可得
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根据（７）式和（８）式，可得
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定理１得证．

同理可证定理２．当ｌ＝０时由定理１可得推论１．当ｌ＝ １２
时由定理２可得推论２．
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