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关于 Smarandache和的均值
①
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摘要:对任意正整数 n及给定的整数 k >1 , 利用高斯取整函数的性质及初等方法研究Sma randache和函数 S(n , k)

及 AS(n , k)的均值性质 , 给出了两个有趣的渐近公式.
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对任意正整数 n及给定的整数k >1 , M.Bencze曾定义了两个Smarandache和函数 S(n , k)及 AS(n ,

k)如下:

S(n , k)= ∑
|n-ki|≤n

i=0 , 1 , 2 , …

(n -ik)

AS(n , k)= ∑
|n-ki|≤n

i=0 , 1 , 2 , …

|n -ik |

例如

S(9 , 4)=9+(9 -4)+(9-8)+(9-12)+(9 -16)=5

S(11 , 5)=11 +(11-5)+(11 -10)+(11-15)+(11-20)=5

AS(9 , 4)=9 +|9-4|+|9-8|+|9 -12|+|9 -16|=25

AS(11 , 5)=11 +|11 -5|+|11 -10|+|11 -15|+|11-20|=31

同时 M.Bencze还建议人们研究函数 S(n , k)及 AS(n , k)的算术性质.关于这一问题 , 作者认为这两个函

数是有意义的 , 至少可以反映出正整数 n在 k 的倍数数列中的分布性质.此外 , 在数列{S(n , k)}中 , 正整

数 n和 k 满足什么条件时 , S(n , k)=0 ?能否刻画出这类整数的特征 ?这些都是有意义的研究内容.有关

Smarandache 的各类问题 , 可参阅文献[ 1 -5] .而文中所涉及的高斯取整函数的性质 , 可参阅文献[ 6] 及

[ 7] .本文的主要目的是利用初等方法以及高斯取整函数的性质研究函数 S(n , k)及 AS(n , k)的均值性质 ,

给出两个有趣的均值公式.具体地说也就是证明下面两个结论:

定理 1　设 k >1为给定的整数 , 那么对任意整数 x >1 , 我们有渐近公式

∑
n≤x

S(n , k)= 1
4

1 -
3 +(-1)k

2k
x

2 +R(x , k)

其中|R(x , k)|≤ 7
8
k
2 +5k

8
x.

定理 2　设 k >1为给定的整数 , 那么对任意整数 x >1 , 我们有渐近公式

∑
n≤x

AS(n , k)= 1
3k

x
3 +1

4
1 +

7 +(-1)k

2k
x

2 +R1(x , k)
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其中|R1(x , k)|≤ 7
8
k
2 + 7

8
kx + x

6k
+ x

2
.

定理 1的证明 　现在我们利用初等方法以及高斯取整函数的性质直接给出定理的证明.首先我们用高

斯取整函数将函数 S(n , k)进行简化 , 表示成更简单的形式.注意到|n-ki|≤n当且仅当-n ≤n-ki ≤

n或者 0 ≤i ≤
2n
k
, 其中[ x] 为高斯取整函数 , 即[ x] 表示不大于 x的最大整数.于是函数 S(n , k)可表

示为:

S(n , k)= ∑
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i=0 , 1 , 2 , …
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2n
k

i=0
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(1)

其中{x}= x -[ x] 表示 x 的分数部分 , 0 ≤{x}<1.

现在对任意整数 x >1 , 设 x = k
x
k
+r , 这里 0 ≤r <k.于是对(1)式求和可得
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于是由(2)式知 , 当 2|k 时有恒等式

∑
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x
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当 k 为奇数时有恒等式

∑
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x
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而当 0 ≤r ≤ k -1时有
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0 ≤ ∑
k

x
k

<n≤k
x
k

+r

S(n , k)= ∑
1≤n≤r

n +k
x
k

2n
k
- k

2
2n
k

2

- 2n
k

=

∑
1≤n≤r

n +k
x
k

2n
k
+

k
8
-

k
2

2n
k
-

1
2

2

≤

5k2

8
+ k

2
x

(5)

注意到
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结合公式(2),(3)及(5), 我们立刻得到当 k 为偶数时有渐近公式

∑
n≤x
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x
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其中|R(x , k)|≤
7
8
k
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+
5k
8
x.

结合公式(2),(4)及(5)可知 , 当 k 为奇数时有渐近公式

∑
n≤x

S(n , k)= ∑
n≤k

x
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其中|R(x , k)|≤
7
8
k
2
+
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8
x.于是证明了定理 1.

定理 2的证明 　由前面计算 S(n , k)的证明方法我们有

AS(n , k)= ∑
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所以由定理 1的结论可得
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注意到估计式
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n
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于是 , 由(7)式知 , 对任意正整数 x , 当 k >1为整数时有渐近公式

∑
n≤x

AS(n , k)= 1
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其中|R1(x , k)|≤ 7
8
k
2 + 7

8
kx + x

6k
+ x

2
.于是完成了定理 2的证明.
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On the Mean Value of the Smarandache Summands

ZHAO Yuan-e
College of Mathemat ics and Computer Science , Yanan University , Yanan Shaanxi 716000 , China

Abstract:For any po sitive integ er n and any fix ed integer k >1 , M.Bencze def ined tw o Smarandache Sum-

mands functions S(n , k)and AS(n , k).Then he asked us to study the arithmetical properties of these tw o

functions.The main purpose of this paper is using the prope rties o f the Gauss function and the elementa ry

method to study the mean value properties of S(n , k)and AS(n , k), and give tw o intere sting asympto tic

fo rmulae fo r them .

Key words:Smarandache summands function;mean value;elementary method;asymptot ic fo rmula
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