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关于 Smarandache指数函数 ep ( n)
与除数和函数 σ t ( n) 的混合均值

屈芝莲
( 宝鸡职业技术学院 基础部，陕西 宝鸡 721013)

摘 要: 利用初等方法研究了 ep ( n) 与除数和函数 σt ( n) 的混合均值，得到了∑
n≤x

ep ( n) σt ( n) 的渐近公式．
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对于任意给定的素数 p及正整数 n，Smarandache指数函数 ep ( n) 定义为最大的正整数 α使得 pα 整除
n，即

ep ( n) = max{ α ∶ pα | n} ．

著名数论学家 Smarandache F教授在文献［1］的第 68 个问题中要求研究数列{ ep ( n) }的性质，关于这
个问题文献［2 － 5］已作了初步的研究，得到了如下的渐近公式

∑
n≤x

emp ( n) = p － 1
p ap ( m) x + O( logm+1x) ，

∑
n≤x

ep ( n) ( n) = 3p
( p2 － 1) π2x

2 + O( x
3
2 +ε ) ，

∑
n≤x

ep ( n) d( n) = 2
p － 1x ln x + 2( 2γ － 1) ( p － 1) － 2p ln p

( p － 1) 2
x + O( x

1
2 +ε ) ，

∑
n≤x
( ( n + 1) m － nm ) ep ( n) = m

( p － 1) ( m + 1) x + O( x1－
1
m ) ，

其中，m≥0为给定的整数，ap ( n) 是一个可计算的常数，φ( n) 为Euler函数，d( n) 为除数函数，ε为任意给

定的正数．文献［6］研究了无穷级数∑
∞

n = 1

ep ( n)
ns 的收敛性，得到了恒等式

∑
∞

n = 1

ep ( n)
ns = ζ( s)

ps － 1
．

设 σt ( n) = ∑
d| n

dt，d为 n的正约数，t为正整数． 本文利用初等方法研究了∑
n≤x

ep ( n) σt ( n) 的渐近性

质，得到了一个有趣的渐近公式．具体如下:

定理 1 对任意的实数 x≥ 1 及给定的整数 t≥ 1，有渐近公式
当 t ＞ 1 时，

∑
n≤x

ep ( n) σt ( n) = ( p
t+1 + p － 2) ζ( t + 1)
( p － 1) ( pt+1 － 1)

xt+1 + O( xt ln x) ;
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当 t = 1 时，

∑
n≤x

ep ( n) σt ( n) = ( p + 2) π2

6( p2 － 1)
x2 + O( x ln3 x) ．

1 引理及证明

设 p为给定的素数，ζ( s) 为 Riemann Zeta-函数．为了完成定理 1 的证明，需要下列引理

引理 1 对任意的实数 x≥ 1 及给定的整数 t≥ 1，有渐近公式
当 t ＞ 1 时，

∑
n≤x

( n，p) = 1

σt ( n) = xt+1 1 + 1( )p
1 － 1

pt+( )1 ζ( t + 1) + O( xt ) ;

当 t = 1 时，

∑
n≤x

( n，p) = 1

σt ( n) = xt+1 1 － 1( )p
1 － 1

pt+( )1 ζ( t + 1) + O( xt ln x) ．

证明 设 μ( n) 为 Mobius 函数 ，由文献［7］知

∑
d| n

μ( d) =
1，n = 1
0，n ＞{ 1

， ( 1)

∑
n≤x

ns = xs+1
s + 1 + O( xs ) ，s≥ 0， ( 2)

根据式( 1) 和( 2) ，有

∑
n≤x

( n，p) = 1

nt = ∑
n≤x

nt∑
d| ( n，p)

μ( d) = ∑
d| p

dtμ( d) ∑
m≤x /d

mt = ∑
d| p

dtμ( d) xt+1

dt+1 + O( xtd －t( )) =

xt+1∑
d| p

μ( d)
d + O( xt ) ，

由于 p为素数，故

∑
n≤x

( n，p) = 1

nt = 1 － 1( )p
xt+1 + O( xt ) ， ( 3)

又 t≥ 1 时，

∑
n≤x

1
nt+1 = ζ( t + 1) + O( x－t ) ， ( 4)

所以由式( 1) 和( 4) ，可得

∑
n≤x

( n，p) = 1

1
nt+1 = ∑

n≤x

1
nt+1 ∑

d| ( n，p)
μ( d) = ∑

d| p

μ( d)
dt+1 ∑

m≤x /d

1
mt+1 = ∑

d| p

μ( d)
dt+1 ( ζ( t + 1) + O( x－tdt ) ) ，

即

∑
n≤x

( n，p) = 1

1
nt+1 = ζ( t + 1) 1 － 1

pt+( )1 + O( x－t ) ，t ＞ 1， ( 5)

同理，可得

∑
n≤x

( n，p) = 1

1
n = 1 － 1( )p

( ln x + γ) + O( x－1 ) ， ( 6)

根据式( 3) 、( 5) 和( 6) 有

∑
n≤x

( n，p) = 1

σt ( n) = ∑
n≤x

( n，p) = 1

∑
d| n

dt = ∑
n≤x

( n，p) = 1

∑
d≤x /n
( d，p) = 1

dt = ∑
n≤x

( n，p) = 1

xt+1

nt+1 1 － 1( )p
+ O( xtn －t( )) =
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xt+1 1 － 1( )p ∑n≤x
( n，p) = 1

1
nt+1 + O xt ∑

n≤x
( n，p) = 1

1
n( )t ，

从而当 t ＞ 1 时，

∑
n≤x

( n，p) = 1

σt ( n) = xt+1 1 － 1( )p
1 － 1

pt+( )1 ζ( t + 1) + O( xt ) ，

当 t = 1 时，

∑
n≤x

( n，p) = 1

σt ( n) = xt+1 1 － 1( )p
1 － 1

pt+( )1 ζ( t + 1) + O( xt ln x) ．

引理 1 得证．

引理 2［3］ 设 α为任意的正整数，p为给定的素数，那么对任意的实数 x≥ 1，有渐近公式

∑
α≤ln x / ln p

α
pα

= p
( p － 1) 2

+ O ln x( )x
，

∑
α≤ln x / ln p

α2

pα
= p2 + p
( p － 1) 2

+ O ln2 x( )x
．

引理 3 设 α为任意的正整数，p为给定的素数，那么对任意的实数 x≥1及给定的整数 t≥1，有渐近
公式

∑
α≤ln x / ln p

α
pα( t +1)

= pt+1

( pt+1 － 1) 2
+ O ln x( )x

．

证明 设 f = ∑
∞

α = 1

α
p ( t +1) α

= 1
pt+1

+ 2
p2( t +1)

+ … + α
pα( t +1)

+ …，则

f 1 － 1
pt+( )1 = 1

pt+1
+ 1
p2( t +1)

+ … + 1
pn( t +1)

+ … = 1
pt+1 － 1

，

从而 f = pt+1

( pt+1 － 1) 2
，所以

∑
α≤ln x / ln p

α
p ( t +1) α

= ∑
∞

n = 1

n
p ( t +1) n

－ ∑
α ＞ ln x / ln p

n
p ( t +1) n

= pt+1

( pt+1 － 1) 2
+ O 1

p ( t +1) ln x / ln p∑
∞

n = 1

ln x / ln p + n
p ( t +1)( )n =

pt+1

( pt+1 － 1) 2
+ O ln x

xt+( )1 ．

引理 3 得证．

2 定理的证明

由 ep ( n) 的定义及引理 1、引理 2 和引理 3，有

当 t ＞ 1 时，

∑
n≤x

ep ( n) σt ( n) = ∑
pα≤x

ασt ( pα ) ∑
u≤x /pα
( u，p) = 1

σt ( u) =

∑
α≤ln x / ln p

ασt ( pα )
xt+1

p ( t +1) α 1 － 1( )p
1 － 1

pt+( )1 ζ( t + 1) + O( xtp －tα{ }) =

xt+1ζ( t + 1) 1 － 1( )p
1 － 1

pt+( )1 ∑
α≤ln x / ln p

1
1 － p( )t α

p ( t +1) α
－ αpt

p( )α + O xt

1 － pt ∑α≤ln x / ln p

α
ptα

－ p( )( )t =

xt+1ζ( t + 1) ( p － 1) 1 － 1
pt+( )1 1 － 1

p( )t

－1 1
( p － 1) 2

－ 1
( pt+1 － 1)( )2 + O( xt ln x) =

( pt+1 + p － 2) ζ( t + 1)
( p － 1) ( pt+1 － 1)

xt+1 + O( xt ln x) ．
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当 t = 1 时，

∑
n≤x

ep ( n) σt ( n) = ∑
pα≤x

ασt ( pα ) ∑
u≤x /pα
( u，p) = 1

σt ( u) =

∑
α≤ln x / ln p

ασt ( pα )
xt+1

p ( t +1) α 1 － 1( )p
1 － 1

pt+( )1 ζ( t + 1) + O xtp －tα ln x
p( ){ }α =

( p2 + p － 2) ζ( 2)
( p － 1) ( p2 － 1)

x2 + O x ln x
p － 1 ∑α≤ln x / ln p

( αp － αp
pα
) － x ln p

p － 1 ∑α≤ln x / ln p
( α2p － α2

pα( )) =

( p + 2) ζ( 2)
( p2 － 1)

x2 + O( x ln3 x) = ( p + 2) π2

6( p2 － 1)
x2 + O( x ln3 x) ．

即定理得证．
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Hybrid Mean Value of the Smarandache Exponent Function
ep ( n) and the Function σt ( n)

QV Zhi-lian
( Department of Basic Theory，Baoji Vocational and Technical College，Baoji 721013，China)

Abstract: In the report，the elementary methods were used to analysis the hybrid mean value of ep ( n) and the

function σt ( n) ，two asymptotic formulas of∑
n≤x

ep ( n) σt ( n) were obtained．

Key words: Smarandache exponent function; mean value; asymptotic formula
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