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摘　要:主要研究了 Smarandache问题中逆序排列的偶数数列的算术性质 ,采用递

推 ,归纳 ,猜想的办法 ,得出了 Smarandache问题中逆序排列的偶数数列的递推公式、

通项的精确表达式以及几个相关的性质 .引理和定理的证明主要用了递推和数学归

纳法 .解决了文 [1 ]中的部分问题 ,对于 Smarandache问题中的数列有推动作用 .
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1　引言及主要结论

著名的 Sma randache问题中逆序排列的偶数数列 {bn }被定义为如下: 2, 42, 642, 8642,

108642, 12108642, 1412108642, 161412108642, 1816141208642,… .文 [1 ]提出这个问题 ,希望

我们去研究这个数列的算术性质 .这个问题很值得我们去研究 ,但是很可惜至今仍没有人去研

究 . 至少我们还没有看到这类论文 .在这篇论文中 ,我们将用基本的方法去研究 Smarandache

逆序排列的偶数数列的算术性质 ,并且给出了它的递推公式、通项的精确表达式以及几个相关

的性质等等 .

定理 1　假设当 n≥ 2时 ,任意的正整数 ( 2n - 2)有 k位数 .那么对于 Smarandache逆序

排列的偶数数列 {bn } ,我们有如下的递推公式

bn = bn- 1 + 2n× 10
10- 10

k

18
+ kn- 1

这里 b1 = 2.

定理 2　若 ( 2n - 2)有 k位数 .那么 Sma randach e逆序排列的偶数数列 {bn }中的第 bn - 1项

有
10 - 10

k

18 + kn - 1位数 .
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定理 3　假设 Sk(m ,n) = ∑
n

i= m

2i× 10
kn - 1

,那么将得到通项的精确表达式 ,即

bn = 2+ S1( 2, 5) + 10
- 5
× S2( 6, 50) + 10

- 55
× S3( 51, 500) + … + 10

- 5… 5

- (k- 1)

× Sk( m ,n )

定理 4　若 S50表示 Sma randache逆序排列的偶数数列 {bn }的前 50项之和 ,那么

　　　 S50 =
99× 462× 105 - 50

9
+

- 85× 105 - 101× 109 + 1980
92

+

- 4× 10
5
+ 4× 100
9
3 +

99× 10
96
- 11× 45× 10

6

99 +

95× 1096 + 77× 108

99
2 +

- 4× 1096+ 4× 1010

99
3

2　引　理

引理 1　设 k、m、n为正整数 ,并且 m≤ n ,则

Sk( m ,n ) =
2m× 10

km- 1

1 - 10
k + 2× 10

k (m+ 1)
[1 - 10

k(n - m )
]

( 1 - 10
k
)
2 - 2n× 10

k(n+ 1)

1 - 10
k

证明　由 Sk( m ,n )的定义 ,可知

Sk (m ,n ) = ∑
n

i= m

2i× 10
ki- 1

= 2m× 10
km- 1

+ 2(m + 1)× 10
k (m+ 1) - 1

+ … + 2n× 10
kn - 1

从而 10
k
Sk (m , n) = 2m× 10

k (m+ 1) - 1
+ 2(m + 1)× 10

k (m+ 2) - 1
+ … +

2(n - 1)× 10
kn - 1

+ 2n× 10
k (n+ 1)- 1

因此可得

( 1 - 10K )Sk (m ,n ) = 2m× 10
km- 1

+ 2× [10
k( m+ 1) - 1

+ 10
k(m+ 2)- 1

+ … + 10
kn - 1

] - 2n×

10
k (n+ 1) - 1

所以

Sk(m ,n ) =
2m× 10

km- 1

1 - 10k
+ 2×

10
k (m+ 1) - 1

[1 - 10
k(n - m )

]
( 1 - 10k ) 2

-
2n× 10

k(n+ 1) - 1

1 - 10k

这就证明了引理 1.

引理 2
[2 ]
　假设 S′k (m , n) = ∑

n

i= m

i
2
× 10

- ki
.那么对于任意的正整数 k、m、n ,有

Sk (m ,n ) =
m

2× 10
- km

1 - 10
- k +

( 2m + 1)× 10
- k (m+ 1)

( 1 - 10
- k
)
2 2×

10
- k (m+ 2)

[1 - 10
- k(n - m- 1)

]

( 1 - 10
- k
)
3 -

( 2n - 1)× 10
- k( n+ 1)

( 1 - 10
- k
)
2 -

n
2
× 10

- k(n+ 1)

1 - 10
- k

引理 3
[2 ]
　假设 S″k (m , n) = ∑

n

T= m

i× 10
- ki

,那么对于任意的正整数 k、m、 n ,有

S″k(m ,n) =
m× 10

- km

1 - 10
- k +

10
- k (m+ 1)

[1 - 10
- k (n - m )

]
( 1 - 10

- k
) 2

-
n× 10

- k (n+ 1)

1 - 10
- k
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3　定理的证明

在这一部分 ,我们将用以上的引理去完成定理的证明 .首先我们用数学归纳法来证明定理

1.

证明　 ( 1)　当 n = 2, 3时 ,定理 1显然成立 .

( 2)　假设当 n = m时 ,定理 1成立 ,即 bm = bm- 1 + 2n× 10
10- 10k

18
+ km- 1

.

比较 bm与 bm- 1可知 ,bm- 1有
10 - 10

k

18 + km - 1位数 .

如果 n = m+ 1,我们可分为两种情况来讨论:

( i )　 如果 2m仍有 k位数 ,那么 bm就有 [
10 - 10k

18
+ km - 1+ k ]位数 ,比较 bm+ 1与 bm ,

立即可得
bm+ 1 - bm

2(m + 1)
= 10

10- 10k

18 + km - 1+ k

即 bm+ 1 = bm + 2(m + 1)× 10
10- 10k

18
+ k(m+ 1)- 1)

( ii )　如果 2m有 k + 1位数 ,那么就有 [
10 - 10

k

18 + km - 1+ k+ 1]位数 .考虑到 ( 2m

- 2)有 k位数 , 2m有 k+ 1位数 ,因此仅存在一种情况 ,那就是

2m - 2 = 10k - 2, 2m = 10k

即 m =
10k

2
.因此 ,有

　　　　
10 - 10k

18
+ km - 1+ (k + 1) =

10 - 10k

18
+ k×

10k

2
- 1+ (k + 1)

=
10 - 10

k+ 1

18
+ (k + 1) (m+ 1) - 1

比较 bm+ 1与 bm的不同 ,可推断

bm+ 1 - bm

2(m + 1)
= 10

10- 10
k

18
+ (km- 1)+ (k+ 1)

= 10
10- 10

k+ 1

18
+ (k+ 1) (m+ 1) - 1)

即 bm+ 1 = bm + 2(m + 1)× 10
10- 10k+ 1

18 + ( k+ 1) (m+ 1)- 1

结合 ( i ) , ( ii )可知 ,对于任意的正整数 n ,定理 1恒成立 .

这就证明了定理 1.

利用定理 1的结论 ,并且满意到 bn与 bn- 1的不同 ,我们立即可得定理 2.

由定理 1可知 , 2n - 2有 k位数 ,我们假设 2m - 2是最小的一个有 k位数的正整数 (当 k

= 1时 ,m = 2;并且 m =
10

k- 1

2 + 1) ,那么

bn = 2+ 2× 2× 10
10- 101

18 + 1× 2- 1
+ 2× 3× 10

10- 101

18 + 1× 3- 1
+
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　 2× 4× 10
10- 10

1

18
+ 1× 4- 1

+ 2× 5× 10
10- 10

1

18
+ 1× 5- 1

+ 2× 6× 10
10- 10

2

18
+ 2× 6- 1

+ … +

　 2× 50× 10
10- 10

2

18
+ 2× 50- 1

+ 2× 51× 10
10- 10

2

18
+ 2× 51- 1

+ … +

　 2× m× 10
10- 10

k

18
+ 2×m- 1

+ … + 2× n× 10
10- 1 0

k

18
+ 2× n- 1

= 2+ 10
10- 10

1

18 × S1( 2, 5) + 10
10- 10

2

18 × S2( 6, 50) + 10
10- 10

3

18 ×

　　 S3( 51, 500) + … + 10
10- 10

k

18 × Sk (m ,n )

= 2+ S1( 2, 5) + 10
- 5
× S2( 6, 50) + 10

- 55
× S3( 51, 500) + … + 10

- 5… 5

- (k- 1)

× Sk (m ,n )

根据定理 1的结论 ,我们即可推出定理 3.

现在我们来证明定理 4.根据定理 1,有

S50 = b1+ b2 + b3 + … + b49+ b50

= 50× 2+ 49× ( 2× 2)× 10
10- 101

18
+ 1× 2- 1

+

　 48× ( 2× 3)× 10
10- 101

18
+ 1× 3- 1

+ 47× ( 2× 4)× 10
1 0- 101

18
+ 1× 4- 1

+

　 46× ( 2× 5)× 10
10- 101

18
+ 1× 5- 1

+ 45× ( 2× 6)× 10
1 0- 102

18
+ 2× 6- 1

+

　 44× ( 2× 7)× 10
10- 102

18
+ 2× 7- 1

+ … + 3× ( 2× 48)× 10
10- 102

18
+ 2× 48- 1

+

　 2× ( 2× 49)× 10
10- 102

18
+ 2× 49- 1

+ 1× ( 2× 50)× 10
10- 102

18
+ 2× 50- 1

= 101×∑
50

i= 46
i× 10

10- 10
1

18
+ 1× 50- 1× ( i- 1) - 1

+ 101×∑
45

i= 1
i× 10

10- 10
2

18
+ 2× 50- 2× (i- 1)- 1

-

　 2×∑
50

i= 46
i
2× 10

10- 10
1

18
+ 1× 50- 1× (i- 1)- 1

- 2×∑
45

i= 1
i× 10

10- 10
2

18
+ 2× 50- 2× (i- 1) - 1

= 101× 10
50
×∑

50

i= 46
i× 10

- i
+ 101× 10

96
×∑

45

i= 1
i× 10

- 2i
-

　 2× 10
50
×∑

50

i= 46

i
2× 10

- i
- 2× 10

96
×∑

45

i= 1

i
2× 10

- 2i

根据引理 2与引理 3的结论 ,我们可得到

S50 =
99× 462× 105 - 50

9
+

- 85 - 101× 109 + 1980
92

+
- 4× 105 + 4× 100

93
+

99× 1096 - 11× 45× 106

99
+

95× 1096+ 77× 108

992
+

- 4× 1096+ 4× 1010

993

这就证明了定理 4.
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